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Ââåäåíèå

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � ýòî çàäà÷à ïîèñêà íàèëó÷øåãî âîçìîæíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ (âîññòàíîâëåíèÿ) íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà (ôóíêöèîíàëà, îïåðàòîðà) ïðè

óñëîâèè, ÷òî èñõîäíûå äàííûå èçâåñòíû íå òî÷íî, à çàäàíû ñ îøèáêîé (íåòî÷íîé èíôîðìàöèåé),

è ïðè ýòîì èçâåñòíà ëèøü àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î êëàññå, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èñêîìûé

îáúåêò, è î õàðàêòåðå ïîãðåøíîñòè.

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èçó÷àþòñÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû äâàäöàòîãî âåêà. Â îñ-

íîâå òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëåæèò ïðîáëåìà ïîèñêà íàèëó÷øèõ êâàäðàòóðíûõ

ôîðìóë, ïîñòàâëåííàÿ Êîëìîãîðîâûì À. Í. è èçó÷àâøàÿñÿ Íèêîëüñêèì Ñ. Ì. [1]. Èçëîæå-

íèå îñíîâíûõ ýòàïîâ ðàçâèòèÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è åå ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ

ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüÿõ è ìîíîãðàôèÿõ: Òðàóá Ä., Âîæüíÿêîâñêèé Õ. [2] è Îñèïåíêî Ê. Þ. [3],

êîòîðûå èçó÷àëè âîññòàíîâëåíèå ïî èíôîðìàöèè, çàäàííîé ñ äåòåðìèíèðîâàííîé îøèáêîé; Ïëà-

ñêîòà Ë. [4] ðàññìàòðèâàë âîññòàíîâëåíèå ïî èíôîðìàöèè, çàäàííîé êàê ñ äåòåðìèíèðîâàííîé,

òàê è ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ïîñòðîåíèÿ è îöåíêè ïîãðåøíîñòè

îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïî èíôîðìàöèè ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé, ìîæíî íàéòè â

ðàáîòàõ Äîíîõî Ä. [5], Êðèâîøååâà Ê. Þ. [6]. Êíèãà Îñèïåíêî Ê. Þ. [7] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

èçëîæåíèå ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Â íàøè äíè ðàçâèòèå

òåîðèè ïðîäîëæàåòñÿ, ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ Äàâûäîâà Î. [8].

Ïðèìåíåíèå àïïàðàòà òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ àêòóàëüíî â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîäåðæàò îøèáêó, èëè î íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ íå èìååòñÿ äîñòàòî÷íî äàí-

íûõ. Àêòóàëüíûìè ïðèëîæåíèÿìè äëÿ òåîðèè ÿâëÿþòñÿ: ìàøèííîå îáó÷åíèå (àíàëèç áîëüøèõ

äàííûõ), ÷èñëåííûå ìåòîäû, òåîðèÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è äð.

Â íàóêå õîðîøî èçâåñòíû îïòèìàëüíûå ëèíåéíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ. Èíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿåò ïîèñê îïòèìàëüíûõ íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ è èõ ïîãðåøíîñòåé. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè îïòèìàëüíûå ìåòîäû íå íàéäåíû. Â äàííîé ðàáîòå ïðî-

âåäåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êîòîðûõ â íàñòîÿùèé ìîìåíò

íå èçâåñòíî.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå âîññòàíîâëåíèÿ ïî èíôîðìàöèè, çàäàííîé ñî ñëó÷àé-

íîé îøèáêîé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ. Îøèáêà, ñîäåðæàùàÿñÿ â

èíôîðìàöèè, îòíîñèòñÿ ê íàïåðåä çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïåðâàÿ çàäà÷à � ïðåäúÿâèòü

íåëèíåéíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïî èíôîðìàöèè, èìåþùèé ïîãðåøíîñòü ìåíüøóþ, ÷åì ó îï-

òèìàëüíîãî ëèíåéíîãî. Èíôîðìàöèÿ çàäàíà ñ íîðìàëüíîé è ñ ëàïëàñîâñêîé îøèáêîé. Âòîðàÿ

çàäà÷à � îöåíèòü ñíèçó ïîãðåøíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Èíôîðìàöèÿ çà-

äàíà ñ ëàïëàñîâñêîé è ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé îøèáêîé.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïóñòü çàäàíû ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî W , W ⊂ W � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, U � íîðìèðî-

âàííîå ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð T : W → U , èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð I : W → RN , N ∈ N.
Äëÿ f ∈ W ñ÷èòàåì èçâåñòíîé âåëè÷èíó If + X. X � ñëó÷àéíûé âåêòîð îøèáêè, ó êîòîðîãî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íóëåâîå, à êîâàðèàöèÿ îïðåäåëåíà è êîíå÷íà. Ïîëîæèì X ∼ F , ãäå
F � çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà T íà êëàññå W ïî çíà-

÷åíèÿì îïåðàòîðà I. Ïóñòü çàäàí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ � îòîáðàæåíèå φ : RN → U . φ ïðèíàä-

ëåæèò ìíîæåñòâó

Φ = {φ : RN → U | φ èçìåðèìî, sup
f∈W,X∼F

M(∥Tf − φ(If +X)∥2U <∞}.

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ � ýòî âåëè÷èíà:

e(T,W, I, φ) =

(
sup

f∈W,X∼F
M(∥Tf − φ(If +X)∥2U)

)1/2

. (1)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ:

E(T,W, I) = inf
φ∈Φ

e(T,W, I, φ). (2)

Â ðàáîòå áóäåì ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Èìååì W = R,W = {x ∈ R :

|x| ≤ ν}, Tx = µx, Ix = x. X = ξ ∼ F : Mξ = 0,Dξ = σ2, è ïóñòü ξ îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ.

Îïòèìàëüíûå ëèíåéíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ è èõ ïîãðåøíîñòü.

Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ëèíåéíûõ ìåòîäîâ φ(y) = αy, α ∈ R. Ïîëîæèì:

Elin(T,W, I) = inf
φ(y)=αy,α∈R

e(T,W, I, φ).

Òåîðåìà 1. (ñì. òàêæå [4]). Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

Elin(T,W, I) =
µνσ√
ν2 + σ2

. (3)

Îïòèìàëüíûì ëèíåéíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä:

φlin(y) = α∗y =
µν2

ν2 + σ2
y. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè èìååò âèä:

e2(T,W, I, φ) = sup
x∈W, ξ∼F

M
(
|µx− α(x+ ξ)|2

)
=
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= sup
x∈W,ξ∼F

[
(µ− α)2x2 + α2Mξ2 − 2x(µ− α)αMξ

]
= (µ− α)2ν2 + α2σ2.

Ìèíèìèçèðóåì ïîãðåøíîñòü ïî α. Ïîëó÷àåì, ÷òî α∗ = µν2/(ν2+σ2). Òîãäà íàõîäèì ïîãðåøíîñòü

îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ:

E2
lin
(T,W, I) =

µ2ν2σ2

ν2 + σ2
⇒ Elin(T,W, I) =

µνσ√
ν2 + σ2

.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ øóìà ξ, îáëàäàþùåãî

ïëîòíîñòüþ.

Ïðèìåð ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ ìåíüøåé, ÷åì ó îïòèìàëüíîãî

ëèíåéíîãî, â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè.

Ïóñòü F = N (0, σ2). Ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ìåòîä

φ0(y) =

α∗y, |y| ≤ β

µν sgn y, |y| ≥ β
; β := ν + σ2/ν > 0. (5)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ N (0, σ2). Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè

ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ φ0, çàäàííîãî ïî ôîðìóëå (5), ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

e2(T,W, I, φ0) ≤
µ2ν2σ2

ν2 + σ2

[
1− 2t√

2π(1 + t2)(2 + t2)
e−

(2+t2)2

2t2

]
, ãäå t =

σ

ν
. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

e2(T,W, I, φ0) = sup
x∈W, ξ∼N (0,σ2)

M
(
|Tx− φ0(y(x))|2

)
=

= sup
x∈W, ξ∼N (0,σ2)

[M
(
|Tx− φlin(y(x))|2

)
− f(x)],

ãäå

f(x) =
1√
2πσ

∫
|x+ξ|≥β

(|µx− φlin(x+ ξ)|2 − |µx− φ0(x+ ξ)|2)e
−ξ2

2σ2 dξ.

Ïðîâåäåì çàìåíó y = x+ ξ:

f(x) =
µ2

√
2πσ

∫
|y|≥β

(∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y
∣∣∣2−|x− ν sgn y|2

)
e

−(y−x)2

2σ2 dy.
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f(x) = f1(x) + f2(x), ãäå

f1(x) =
µ2

√
2πσ

∫
y≥β

(∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y
∣∣∣2−|x− ν|2

)
e

−(y−x)2

2σ2 dy,

f2(x) =
µ2

√
2πσ

∫
y≤−β

(∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y
∣∣∣2−|x+ ν|2

)
e

−(y−x)2

2σ2 dy.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå ïðîâîäèì çàìåíó y = β + z:

f1(x) =
µ2

√
2πσ

+∞∫
0

(∣∣∣x− ν − ν2

ν2 + σ2
z
∣∣∣2−|x− ν|2

)
e

−(z+β−x)2

2σ2 dz =

=
µ2

√
2πσ

ν4

(ν2 + σ2)2

+∞∫
0

z2e
−(z+β−x)2

2σ2 dz +
µ2

√
2πσ

ν2

ν2 + σ2
2(ν − x)

+∞∫
0

ze
−(z+β−x)2

2σ2 dz.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå ïðîâîäèì çàìåíó y = −β + z. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì:

f2(x) =
µ2

√
2πσ

ν4

(ν2 + σ2)2

0∫
−∞

z2e
−(z−β−x)2

2σ2 dz − µ2

√
2πσ

ν2

ν2 + σ2
2(ν + x)

0∫
−∞

ze
−(z−β−x)2

2σ2 dz.

Îöåíèì ýêñïîíåíòû ñíèçó. Îáîçíà÷èì Q = ν + β = 2ν + σ2/ν > 0.

Äëÿ f1(x) èìååì z ≥ 0. Òîãäà:

max
x∈[−ν,ν]

(z + β − x) = β + ν + z = Q+ z =⇒ e−
(z+β−x)2

2σ2 ≥ e−
(Q+z)2

2σ2 .

Äëÿ f2(x) èìååì z ≤ 0. Òîãäà:

max
x∈[−ν,ν]

|z − β − x| = β + ν − z = Q− z =⇒ e−
(z−β−x)2

2σ2 ≥ e−
(Q−z)2

2σ2 .

Â âûðàæåíèè äëÿ f2(x) ïðîâåäåì çàìåíó z → −z.
Îáîçíà÷èì:

I2 :=

∫ +∞

0

z2e−
(z+Q)2

2σ2 dz, I1 :=

∫ +∞

0

ze−
(z+Q)2

2σ2 dz.

Òîãäà:

f1(x) ≥
µ2

√
2πσ

· ν4

(ν2 + σ2)2
I2 +

µ2

√
2πσ

· 2ν
2(ν − x)

ν2 + σ2
I1,

f2(x) ≥
µ2

√
2πσ

· ν4

(ν2 + σ2)2
I2 +

µ2

√
2πσ

· 2ν
2(ν + x)

ν2 + σ2
I1.
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Ïîëó÷àåì:

f(x) = f1(x) + f2(x) ≥
2µ2

√
2πσ

ν3

ν2 + σ2

[
ν

ν2 + σ2
I2 + 2I1

]
.

Íàéäåì èíòåãðàëû I1, I2. Âûïîëíèì çàìåíó u = z +Q. Òîãäà:

I1 =

∫ ∞

Q

(u−Q)e−
u2

2σ2 du, I2 =

∫ ∞

Q

(u−Q)2e−
u2

2σ2 du.

Âû÷èñëÿåì I1:

I1 =

∫ ∞

Q

ue−
u2

2σ2 du−Q

∫ ∞

Q

e−
u2

2σ2 du.

Ïåðâûé èíòåãðàë: ∫ ∞

Q

ue−
u2

2σ2 du = σ2e−
Q2

2σ2 .

Âòîðîé èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äîïîëíèòåëüíóþ ôóíêöèþ îøèáîê:∫ ∞

Q

e−
u2

2σ2 du = σ

√
π

2
erfc

(
Q√
2σ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

I1 = σ2e−
Q2

2σ2 −Qσ

√
π

2
erfc

(
Q√
2σ

)
.

Âû÷èñëÿåì I2:

I2 =

∫ ∞

Q

u2e−
u2

2σ2 du− 2Q

∫ ∞

Q

ue−
u2

2σ2 du+Q2

∫ ∞

Q

e−
u2

2σ2 du.

Ïåðâûé èíòåãðàë íàõîäèì ïî ôîðìóëå∫
u2e−pu2

du = − u

2p
e−pu2

+
1

2p

∫
e−pu2

du, p =
1

2σ2
⇒

∫ ∞

Q

u2e−
u2

2σ2 du = σ2Qe−
Q2

2σ2 + σ2

∫ ∞

Q

e−
u2

2σ2 du.

Âòîðîé èíòåãðàë óæå èçâåñòåí (ñì. âûøå). Òîãäà âûðàçèì I2:

I2 =

[
σ2Qe−

Q2

2σ2 + σ2

∫ ∞

Q

e−
u2

2σ2 du

]
− 2Q

[
σ2e−

Q2

2σ2

]
+Q2

∫ ∞

Q

e−
u2

2σ2 du.

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè âñåõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì:

I2 = −σ2Qe−
Q2

2σ2 + (σ2 +Q2)σ

√
π

2
erfc

(
Q√
2σ

)
.

Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó íàéäåííûõ èíòåãðàëîâ â íåðàâåíñòâî äëÿ f(x). Ïîñëå ãðóïïèðîâêè âñåõ
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ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì:

f(x) ≥ 2µ2ν3√
2πσ(ν2 + σ2)

[
σ2

(
2− νQ

ν2 + σ2

)
e−

Q2

2σ2 +

(
ν(σ2 +Q2)

ν2 + σ2
− 2Q

)
σ

√
π

2
erfc

(
Q√
2σ

)]
,

Çàìåòèì, ÷òî

2− νQ

ν2 + σ2
=

σ2

ν2 + σ2
,

ν(σ2 +Q2)

ν2 + σ2
− 2Q = −σ

2

ν
.

Òîãäà:

f(x) ≥ 2µ2ν3√
2πσ(ν2 + σ2)

[
σ2 · σ2

ν2 + σ2
e−

Q2

2σ2 − σ2

ν
· σ
√
π

2
erfc

(
Q√
2σ

)]
.

Èñïîëüçóåì êëàññè÷åñêóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ erfc(s). Äëÿ ëþáîãî s > 0 ñïðàâåäëèâî

erfc(s) ≤ e−s2

s
√
π
=⇒

√
π

2
erfc

(
Q√
2σ

)
≤ σ

Q
e−

Q2

2σ2 .

Òîãäà íåðàâåíñòâî äëÿ f(x) ïðèìåò âèä:

f(x) ≥ 2µ2ν3σ3

√
2π(ν2 + σ2)

(
1

ν2 + σ2
− 1

νQ

)
e−

Q2

2σ2 .

Èñïîëüçóåì Q = 2ν + σ2/ν è óïðîñòèì âûðàæåíèå. Ïîëó÷àåì:

f(x) ≥ 2µ2ν5σ3

√
2π (ν2 + σ2)2(2ν2 + σ2)

e−

(
2ν+σ2

ν

)2

2σ2 > 0.

Òîãäà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà φ0 òàêîâà:

e2(T,W, I, φ0) ≤
µ2ν2σ2

ν2 + σ2

1− 2ν3σ√
2π(ν2 + σ2)(2ν2 + σ2)

e−

(
2ν+σ2

ν

)2

2σ2

 .
Îñòàåòñÿ ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé t = σ/ν. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ îòíîøåíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà ê ïîãðåø-

íîñòè ìåòîäà φ0 âûïîëíåíî:

Elin(T,W, I)

e(T,W, I, φ0)
≥ gN (t) :=

[
1− 2t√

2π(1 + t2)(2 + t2)
e−

(2+t2)2

2t2

]−1/2

, ãäå t =
σ

ν
; (7)

ïðè÷åì 1) lim
t→+∞

gN (t) = lim
t→0+

gN (t) = inf
t>0

gN (t) = 1; 2) sup
t>0

gN (t) ∈ [1, 0009; 1, 0010].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 1). Èìååì lim
t→0+

2t√
2π(1+t2)(2+t2)

= 0, lim
t→0+

e−
(2+t2)2

2t2 = 0 =>

lim
t→0+

gN (t) = 1. lim
t→+∞

2t√
2π(1+t2)(2+t2)

e−
(2+t2)2

2t2 = 0 => lim
t→+∞

gN (t) = 1. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî
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g(t) > 1 âñþäó íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàæåì 2). Äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ ïðèðàâíÿåì ê íóëþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ

ôóíêöèè 2t√
2π(1+t2)(2+t2)

e−
(2+t2)2

2t2 . Ïîëó÷àåì t8 + 6t6 + t4 − 14t2 − 8 = 0. Îòñþäà íàõîäèòñÿ òî÷-

êà ìàêñèìóìà t ∈ [1, 2379; 1, 2380]. Òîãäà íàèáîëüøåå çíà÷åíèå gN (t) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó

[1, 0009; 1, 0010]. Ñëåäñòâèå 2.1 äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ gN (t) ñíà÷àëà âîçðàñòàåò îò 1, äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ,

à ïîñëå óáûâàåò, ïðèáëèæàÿñü ñâåðõó ê ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòå 1.

Ïðèìåð ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ ìåíüøåé, ÷åì ó îïòèìàëüíîãî

ëèíåéíîãî, â ñëó÷àå ëàïëàñîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè.

Ïóñòü F = L(b, 0) � ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè èìååò

âèä f(u) = b
2
e−b|u|. Mξ = 0,Dξ = 2

b2
. Â îáîçíà÷åíèÿõ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè èìååì b =

√
2/σ.

Ñíîâà ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ìåòîä

φ0(y) =

α∗y, |y| ≤ β

µν sgn y, |y| ≥ β
; β := ν + σ2/ν > 0. (5)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ L(b, 0). Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè ìå-

òîäà âîññòàíîâëåíèÿ φ0, çàäàííîãî ïî ôîðìóëå (5), ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

e2(T,W, I, φ0) ≤
µ2ν2σ2

ν2 + σ2

[
1− 1

1 + t2
e−

√
2(2+t2)

t

]
, ãäå t =

σ

ν
. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

e2(T,W, I, φ0) = sup
x∈W, ξ∼L(b,0)

M
(
|Tx− φ0(y(x))|2

)
=

= sup
x∈W, ξ∼L(b,0)

[M
(
|Tx− φlin(y(x))|2

)
− f(x)],

ãäå

f(x) =
b

2

∫
|x+ξ|≥β

(|µx− φlin(x+ ξ)|2 − |µx− φ0(x+ ξ)|2)e−b|ξ| dξ.

Ïðîâåäåì çàìåíó y = x+ ξ:

f(x) =
µ2b

2

∫
|y|≥β

(∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y
∣∣∣2−|x− ν sgn y|2

)
e−b|y−x| dy.
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f(x) = f1(x) + f2(x), ãäå

f1(x) =
µ2b

2

∫ +∞

β

(∣∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y

∣∣∣∣2 − |x− ν|2
)
e−b|y−x| dy.

f2(x) =
µ2b

2

∫ −β

−∞

(∣∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y

∣∣∣∣2 − |x+ ν|2
)
e−b|y−x| dy.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå ïðîâîäèì çàìåíó z = y − β:

f1(x) =
µ2b

2

∫ +∞

0

(∣∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
(z + β)

∣∣∣∣2 − |x− ν|2
)
e−b|z+β−x| dz =

=
µ2b

2

ν2

ν2 + σ2

∫ +∞

0

(
ν2

ν2 + σ2
z2 + 2(ν − x)z

)
e−b|z+β−x| dz.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå ïðîâîäèì çàìåíó z = y + β. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì:

f2(x) =
µ2b

2

ν2

ν2 + σ2

∫ 0

−∞

(
ν2

ν2 + σ2
z2 − 2(x+ ν)z

)
e−b|z−β−x| dz.

Äëÿ f1(x) èìååì z ≥ 0, x ≤ ν, çíà÷èò z + β − x ≥ 0+ β − ν > 0. Ïîýòîìó |z + β − x| = z + β − x.

Äëÿ f2(x) èìååì z ≤ 0, x ≥ −ν, çíà÷èò z−β−x ≤ 0−β+ν < 0. Ïîýòîìó |z−β−x| = −z+β+x.

f1(x) =
µ2b

2

ν2

ν2 + σ2
e−b(β−x)

∫ ∞

0

(
kz2 + cz

)
e−bz dz,

ãäå k = ν2/(ν2 + σ2), c = 2(ν − x). Èñïîëüçóåì ôîðìóëó∫ +∞

0

zne−bz dz =
n!

bn+1
,

ïîëó÷àåì:

f1(x) =
µ2ν2

ν2 + σ2
e−b(β−x)

[
ν2

b2(ν2 + σ2)
+
ν − x

b

]
.

Ìàêñèìóì β − x èìååì ïðè x = −ν, òàêæå ν − x ≥ 0. Ïîýòîìó

f1(x) ≥
µ2ν4

b2(ν2 + σ2)2
e
−b

(
2ν+σ2

ν

)
.

f2(x) =
µ2b

2

ν2

ν2 + σ2
e−b(β+x)

∫ 0

−∞

(
kz2 − cz

)
ebz dz,
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ãäå k = ν2/(ν2 + σ2), c = 2(x+ ν). Èñïîëüçóåì ôîðìóëó∫ 0

−∞
zne−bz dz = (−1)n

n!

bn+1
,

ïîëó÷àåì:

f2(x) =
µ2ν2

ν2 + σ2
e−b(β+x)

[
ν2

b2(ν2 + σ2)
+
x+ ν

b

]
.

Ìàêñèìóì β + x èìååì ïðè x = ν, òàêæå x+ ν ≥ 0. Ïîýòîìó

f2(x) ≥
µ2ν4

b2(ν2 + σ2)2
e
−b

(
2ν+σ2

ν

)
.

f(x) ≥ 2µ2ν4

b2(ν2 + σ2)2
e
−b

(
2ν+σ2

ν

)
=

µ2ν4σ2

(ν2 + σ2)2
e
−

√
2

σ

(
2ν+σ2

ν

)
> 0.

Òîãäà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà φ0 òàêîâà:

e2(T,W, I, φ0) ≤
µ2ν2σ2

ν2 + σ2

[
1− ν2

ν2 + σ2
e
−

√
2

σ

(
2ν+σ2

ν

)]
.

Îñòàåòñÿ ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé t = σ/ν. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ îòíîøåíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà ê ïîãðåø-

íîñòè ìåòîäà φ0 âûïîëíåíî:

Elin(T,W, I)

e(T,W, I, φ0)
≥ gL(s) :=

[
1− 1

1 + 2s2
e−

2(1+s2)
s

]−1/2

, ãäå s =
σ√
2ν

; (9)

ïðè÷åì 1) lim
s→0+

gL(s) = lim
s→+∞

gL(s) = inf
s>0

gL(s) = 1; 2) sup
s>0

gL(s) ∈ [1, 0036; 1, 0037].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 1). Èìååì lim
s→0+

e−
2(1+s2)

s = 0, lim
s→0+

1
1+2s2

= 1 => lim
s→0+

gL(s) = 1.

lim
s→+∞

1
1+2s2

e−
2(1+s2)

s = 0 => lim
t→+∞

gL(s) = 1. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî gL(s) > 1 âñþäó íà îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàæåì 2). Äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ ïðèðàâíÿåì ê íóëþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ

ôóíêöèè 1
1+2s2

e−
2(1+s2)

s . Ïîëó÷àåì 2s4 + 2s3 − s2 − 1 = 0. Îòñþäà íàõîäèòñÿ òî÷êà ìàêñèìó-

ìà s ∈ [0, 7658; 0, 7659]. Òîãäà íàèáîëüøåå çíà÷åíèå gL(s) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [1, 0036; 1, 0037].

Ñëåäñòâèå 3.1 äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ gL(s) ñíà÷àëà âîçðàñòàåò îò 1, äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ,

à ïîñëå óáûâàåò, ïðèáëèæàÿñü ñâåðõó ê ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòå 1.
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Íèæíÿÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ

ëàïëàñîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè.

Ïóñòü F = L(b, 0). Â îáîçíà÷åíèÿõ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èìååì b =
√
2/σ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ L(b, 0). Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè ïðî-

èçâîëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ φ ïî èíôîðìàöèè, çàäàííîé ñ øóìîì ξ, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ñíèçó:

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2ν2e−p

[
1

cosh(p)
+ arctg (sinh(p))

]
, ãäå p =

√
2ν

σ
. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò:

e2(T,W, I, φ) ≥ b

2
sup
|x|≤ν

∫
R

(φ(x+ ξ)− µx)2e−b|ξ| dξ =
b

2

∫
R

(φ(y)− µx)2e−b|y−x| dy,

êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì:

e2(T,W, I, φ) ≥ b

2
sup
|x|≤ν

∫
R

(φ(−x+ ξ) + µx)2e−b|ξ| dξ =
b

2

∫
R

(φ(y) + µx)2e−b|y+x| dy,

òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ñðåäíåãî ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé:

e2(T,W, I, φ) ≥ b

4

∫
R

(
(φ(y)− µx)2e−b|y−x| + (φ(y) + µx)2e−b|y+x|

)
dy.

Ïîñêîëüêó µ > 0, ïðèìåì φ̃(y) := φ(y)/µ. Òîãäà:

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2 b

4

∫
R

(
(φ̃(y)− x)2e−b|y−x| + (φ̃(y) + x)2e−b|y+x|

)
dy.

Ôóíêöèÿ

F (φ̃) = (φ̃− x)2e−b|y−x| + (φ̃+ x)2e−b|y+x|

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé è âîçðàñòàåò ïðè φ̃ → +∞. Ïîýòîìó åå ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â åäèí-

ñòâåííîé òî÷êå åå ýêñòðåìóìà. Ïîëó÷àåì:

φ̃min(y) = x
e−b|y−x| − e−b|y+x|

e−b|y−x| + e−b|y+x| .

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â F (φ̃) è íàéäåì Fmin(y) = F (φ̃min(y)):

(φ̃min(y)− x)2e−b|y−x| =
4x2(e−b|y+x|)2e−b|y−x|

(e−b|y+x| + e−b|y−x|)2
, (φ̃min(y) + x)2e−b|y+x| =

4x2e−b|y+x|(e−b|y−x|)2

(e−b|y+x| + e−b|y−x|)2
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=⇒ Fmin(y) =
4x2e−b|y+x|e−b|y−x|

e−b|y+x| + e−b|y−x| =
4x2

eb|y+x| + eb|y−x| .

Fmin(y) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïî y. Íàéäåì èíòåãðàë:

I :=

∫
R

Fmin(y) dy =

+∞∫
0

8x2dy

eb|y+x| + eb|y−x| =

x∫
0

8x2dy

eb(y+x) + e−b(y−x)
+

+∞∫
x

8x2dy

eb(y+x) + eb(y−x)
.

Âû÷èñëèì èíòåãðàëû:

+∞∫
x

dy

eb(y+x) + eb(y−x)
=

1

2 cosh(bx)

+∞∫
x

e−by dy =
e−bx

2b cosh(bx)
,

x∫
0

dy

eb(y+x) + e−b(y−x)
=
e−bx

2

x∫
0

dy

cosh(by)
=
e−bx

2

1

b

bx∫
0

dt

cosh t
.

Èìååì

1

cosh t
=

2et

e2t + 1
,

∫
2et dt

e2t + 1
= 2 arctg(et) + C ⇒

bx∫
0

dt

cosh t
= 2arctg(ebx)− π

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáèðàÿ âñå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2 b

4

[
4x2e−bx

b cosh(bx)
+

4x2e−bx

b

(
2 arctg(ebx)− π

2

)]
⇒

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2x2

ebx

[
1

cosh(bx)
+ 2 arctg(ebx)− π

2

]
= µ2x2e−bx

[
1

cosh(bx)
+ arctg(sinh(bx))

]
.

Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ∀|x| ≤ ν, òî îíî âûïîëíåíî è äëÿ x = ν:

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2ν2e−bν

[
1

cosh(bν)
+ arctg(sinh(bν))

]
.

Îñòàåòñÿ ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé p = bν. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ïîëó÷åí-

íîé íèæíåé îöåíêå.

Ñëåäñòâèå 4.1. Â îáîçíà÷åíèÿõ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè îäíîìåðíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

èìååì:

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2ν2e−
√
2

σ
ν

 1

cosh
(√

2
σ
ν
) + arctg

(
sinh

(√
2

σ
ν

)) . (11)

Óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé b =
√
2/σ â Òåîðåìó 4.
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Ñëåäñòâèå 4.2. Äëÿ îòíîøåíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà ê ïîãðåø-

íîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó:

Elin(T,W, I)

e(T,W, I, φ)
≤ ψ(p) :=

(
1 +

p2

2

)−1/2

et/2
[

1

cosh p
+ arctg(sinh p)

]−1/2

, ãäå p =

√
2ν

σ
; (12)

ïðè÷åì 1) lim
p→0+

ψ(p) = 1+ 0; 2) lim
p→+∞

ψ(p) = +∞; 3)ψ(p) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ∀p > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå ψ(p) ñëåäóåò èç (3) è íèæíåé îöåíêè äëÿ e2(T,W, I, φ).

Äîêàæåì 1). lim
p→0+

(
1 + p2

2

)−1/2

= 1, lim
p→0+

ep/2 = 1, lim
p→0

1
cosh p

= 1, lim
p→0+

sinh p = 0, arctg(0) = 0.

Ïîýòîìó lim
p→0+

ψ(p) = 1. È î÷åâèäíî, ÷òî ψ(+0) = 1 + 0.

Äîêàæåì 2). lim
p→+∞

(
1 + p2

2

)−1/2

ep/2 = lim
p→+∞

√
2
t
ep/2 = +∞, lim

p→+∞
1

cosh p
= lim

p→+∞
2e−p = 0,

lim
p→+∞

sinh p = +∞, lim
p→+∞

arctg(sinh p) = π
2
. Ïîýòîìó lim

p→+∞
ψ(p) = +∞.

Äîêàæåì 3). Ïîêàæåì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà ∀t > 0.

L(p) =
d

dp
[ln(ψ(p))] =

1

2
− p

2 + p2
− 1

2
· e−p/ cosh2 p

1/ cosh p+ arctg(sinh p)
.

Èìååì, ÷òî L(p) ≥ 1
2
− p

2+p2
− 1

2ep cosh p
= p2−2p+2

2(2+t2)
− 1

e2t+1
. Çíà÷èò, áóäåì äîêàçûâàòü ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî: 2(2+p2)
p2−2p+2

< e2p + 1 ⇔ 1 + 4p
p2−2p+2

< e2p. Èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ ýêñïî-

íåíòû. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî 1 + 4p
p2−2p+2

< 1 + 2p+ 2p2 + 4
3
p3 ⇔ 2p

p2−2p+2
< 1 + p+ 2

3
p2

⇔ 2p < 2
3
p5 − 1

3
p4 + 1

3
p3 + 2p⇔ 0 < p3(2p2 − p+ 1). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ∀p > 0.

Ñëåäñòâèå 4.2 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4.3.

Elin(T,W, I) ≥ e(T,W, I, φ) ≥ 1

ψ(p)
Elin(T,W, I) > 0,

ïðè÷åì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ν ïðè σ → 0 ôóíêöèÿ ψ−1(p) → 0, à ïðè σ → +∞ ôóíêöèÿ

ψ−1(p) → 1.

Íèæíÿÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ

ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè.

Ïóñòü F = U([−a, a]) � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Ôóíêöèÿ ïëîò-

íîñòè èìååò âèä f(v) = 1
2a
, v ∈ [−a, a]. Mξ = 0,Dξ = a2

3
. Â îáîçíà÷åíèÿõ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè

èìååì a =
√
3σ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì

ñðåäíèì. Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ φ ïî èíôîð-
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ìàöèè, çàäàííîé ñ øóìîì ξ, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó:

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2 ·


ν2(a−ν)

a
, ν ≤ 2a

3

4a2

27
, ν > 2a

3

. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò:

e2(T,W, I, φ) ≥ 1

2a
sup
|x|≤ν

+a∫
−a

(φ(x+ ξ)− µx)2 dξ =
1

2a

x+a∫
x−a

(φ(y)− µx)2 dy,

êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì:

e2(T,W, I, φ) ≥ 1

2a
sup
|x|≤ν

+a∫
−a

(φ(−x+ ξ) + µx)2 dξ =
1

2a

−x+a∫
−x−a

(φ(y) + µx)2 dy,

òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ñðåäíåãî ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé:

e2(T,W, I, φ) ≥ 1

4a

 x+a∫
x−a

(φ(y)− µx)2 dy +

−x+a∫
−x−a

(φ(y) + µx)2 dy

 .
Ïîñêîëüêó µ > 0, ïðèìåì φ̃(y) := φ(y)/µ. Òîãäà

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2

4a

 x+a∫
x−a

(φ̃(y)− x)2 dy +

−x+a∫
−x−a

(φ̃(y) + x)2 dy

 .
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ñëó÷àé 1: ïðîìåæóòêè èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ: a ≤ x. Òîãäà

ìèíèìèçèðóåì êàæäûé èíòåãðàë îòäåëüíî. Ïåðâûé îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè φ̃ = x, âòîðîé

îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè φ̃ = −x. Çíà÷èò, ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â ýòîì ñëó÷àå ðàâíÿåòñÿ

íóëþ.

Ñëó÷àé 2: ïðîìåæóòêè èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ: a > x. Ðàçîáüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

íà òðè îáëàñòè: I1 : [−x− a, x− a] � ñóùåñòâóåò òîëüêî âòîðîé èç èíòåãðàëîâ,

I2 : [x− a,−x+ a] � ñóùåñòâóþò îáà èíòåãðàëà, I3 : [−x+ a, x+ a] � ñóùåñòâóåò òîëüêî ïåðâûé

èç èíòåãðàëîâ.

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2

4a

∫
I1

(φ̃(y) + x)2 dy +

∫
I2

(
(φ̃(y)− x)2 + (φ̃(y) + x)2

)
dy +

∫
I3

(φ̃(y)− x)2 dy

 .
Äëÿ èíòåãðàëà ïî I1 ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè φ̃ = −x è ðàâíÿåòñÿ íóëþ, äëÿ èíòåãðàëà ïî

I3 ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè φ̃ = x è ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Äëÿ èíòåãðàëà ïî I2 ìèíèìèçèðóåì
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âûðàæåíèå (φ̃− x)2 + (φ̃+ x)2 = 2φ̃2 + 2x2. Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè φ̃ = 0 è ðàâíÿåòñÿ 2x2.

Ðàñ÷èòàåì äëèíû Ik, k = 1, 2, 3. |I1| = |I3| = 2x, |I2| = 2a− 2x. Òîãäà

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2

4a

[
0 · |I1|+ 2x2|I2|+ 0 · |I3|

]
=
µ2

a
x2(a− x).

Òî÷êà ìàêñèìóìà äàííîãî âûðàæåíèÿ x = 2a
3
. Èùåì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ íà

x ∈ [0, ν]. Åñëè ν > 2a
3
, òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â x = 2a

3
� âíóòðåííåé òî÷êå è ðàâíÿåòñÿ µ2 4a2

27
.

Åñëè æå ν ≤ 2a
3
, òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x = ν. Òàêèì îáðàçîì,

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2 ·


ν2(a−ν)

a
, ν ≤ 2a

3

4a2

27
, ν > 2a

3

.

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ïîëó÷åí-

íîé íèæíåé îöåíêå.

Ñëåäñòâèå 5.1. Â îáîçíà÷åíèÿõ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè îäíîìåðíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

èìååì:

e2(T,W, I, φ) ≥ µ2 ·

ν2
(
1− 1√

3
ν
σ

)
, ν

σ
≤ 2√

3

4σ2

9
, ν

σ
> 2√

3

. (14)

Óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé a =
√
3σ â Òåîðåìó 5.

Ñëåäñòâèå 5.2. Äëÿ îòíîøåíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà ê ïîãðåø-

íîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó:

Elin(T,W, I)

e(T,W, I, φ)
≤ ψ(q) :=


1√

1+q2
√

1− q√
3

, 0 < q ≤ 2√
3

3
2

q√
1+q2

, q > 2√
3

, ãäå q =
ν

σ
; (15)

ïðè÷åì 1) lim
q→0+

ψ(q) = 1 + 0; 2) lim
q→+∞

ψ(q) = 3
2
− 0; 3)ψ(q) ìîíîòîííî íåóáûâàåò ∀q > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå ψ(q) ñëåäóåò èç (3) è íèæíåé îöåíêè äëÿ e(T,W, I, φ). Çàìå-

òèì, ÷òî ψ(q) íåïðåðûâíà â 2√
3
.

Óòâåðæäåíèå 1) î÷åâèäíî. Óòâåðæäåíèå 2) âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó lim
q→+∞

q√
1+q2

= 1− 0.

Äîêàæåì 3). Â ñëó÷àå q > 2√
3
èìååì ψ′(q) = 3

2
1

(1+q2)3/2
> 0.

Â ñëó÷àå 0 < q ≤ 2√
3
íàéäåì ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ l(q) = d

dq
(lnψ(q)).

lnψ(q) = −1
2
ln(1 + q2)− 1

2
ln
(
1− q√

3

)
. Òîãäà l(q) = − t

1+q2
+ 1

2
√
3
(
1− q√

3

) . Ïîêàæåì, ÷òî íà äàííîì
èíòåðâàëå l(q) ≥ 0. Òî åñòü äîêàæåì 1

2
√
3−2q

≥ q
1+q2

, ÷òî ðàâíîñèëüíî 3q2 − 2
√
3t + 1 ≥ 0 ⇔

3
(
1− q√

3

)2
≥ 0. Ïîñëåäíåå âñåãäà âûïîëíåíî. Ñëåäñòâèå 5.2 äîêàçàíî.
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Ñëåäñòâèå 5.3.

Elin(T,W, I) ≥ e(T,W, I, φ) ≥ 1

ψ(q)
Elin(T,W, I) > 0,

ïðè÷åì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ν ïðè σ → 0 ôóíêöèÿ ψ−1(q) → 2/3, à ïðè σ → +∞ ôóíêöèÿ

ψ−1(q) → 1.

Âûâîäû.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû âåðõíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà φ0 (5) â ñëó-

÷àå, åñëè èíôîðìàöèÿ ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó (Òåîðåìà 2) èëè ïî çàêîíó Ëàïëàñà

(Òåîðåìà 3). Èç äàííûõ òåîðåì ñëåäóþò íèæíèå îöåíêè äëÿ îòíîøåíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëü-

íîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà ê ïîãðåøíîñòè φ0. Èìååì, ÷òî φ0 ÿâëÿåòñÿ óëó÷øåíèåì îïòèìàëüíîãî

ëèíåéíîãî ìåòîäà. Îí îáëàäàåò íåìíîãî ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé

ìåòîä.

Òàêæå â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû íèæíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà âîññòà-

íîâëåíèÿ φ â ñëó÷àå, åñëè èíôîðìàöèÿ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ëàïëàñà (Òåîðåìà 4) è ðàâíî-

ìåðíîìó çàêîíó (Òåîðåìà 5). Ïîëó÷åíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ

áóäåò òàêæå óäîâëåòâîðÿòü óêàçàííûì íèæíèì îöåíêàì. Áûëî èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå íàéäåííûõ îöåíîê.

Çàêëþ÷åíèå.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ óäàåòñÿ ïîäïðàâèòü òàê, ÷òîáû ïî-

ëó÷èòü ìåòîäû ñ ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ. Áîëüøóþ çíà÷èìîñòü èìååò îöåíèâàíèå ñíèçó ïî-

ãðåøíîñòåé ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà. Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèå

òîëüêî ïðåäñòîèò íàéòè, ïðîáëåìà ïîèñêà îòïèìàëüíîãî ìåòîäà è îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè

îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé.
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