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Аннотация

В работе рассматривается задача оптимального восстановления функ-
ции из пространства Шварца по неточно заданному (в средне квадра-
тичной метрике) преобразованию Радона. Получены явные выражения
для погрешности оптимального восстановления и семейства оптималь-
ных методов. В качестве следствия, приведено одно неравенство для
функций из пространства Шварца.
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В общем случае задача оптимального восстановления, исследуемая в ра-
ботах [1]-[3], состоит в восстановлении значения линейного оператора на неко-
тором множестве (классе) в линейном пространстве по значениям другого
линейного оператора (называемого информационным), возможно заданным
неточно, с погрешностью в той или иной метрике. В конкретных задачах (на-
чиная с [4] и недавних [5]-[8]) в качестве информации обычно рассматриваются
линейные функционалы и операторы, сопоставляющие функции ее значения
на наборе точек, ее коэффициенты Фурье или преобразование Фурье. В дан-
ной работе рассматривается преобразование Радона - оператор, переводящий
функцию на Rd в множество ее интегралов по гиперплоскостям в Rd. Этот
оператор подробно изучается в теории компьютерной томографии, которая
занимается численным восстановлением функций по их линейным или плос-
костным интегралам. Для функций из пространства Шварца S(Rd) в случае,
если преобразование Радона известно точно, существует формула обращения,
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позволяющая произвести однозначное восстановление (см. [9]). Мы рассмат-
риваем случай, когда преобразование Радона измерено неточно, но с извест-
ной погрешностью δ в средне квадратичной метрике. В теории оптимального
восстановления подобные операторы рассматривались ранее в [10] (пример
3.2), где для функции на R2 известны интегралы вдоль прямых, проходящих
в некотором конечном числе направлений, а также в работе [11], где рассмат-
ривается оператор радиального интегрирования, значение которого известно
с погрешностью.

Пространство Шварца S(Rd) состоит из гладких функций, вместе со сво-
ими производными убывающих на бесконечности быстрее любой степени |x|,

sup
x∈Rd

∣∣xαDβf(x)
∣∣ <∞, ∀α, β ∈ Zd+.

Рассмотрим оператор (−∆)α/2 : S(Rd)→ L2(Rd), α ≥ 0, задаваемый формулой

̂(−∆)α/2f(ξ) = |ξ|αf̂(ξ),

где f̂ - преобразование Фурье f ,

f̂(ξ) = (2π)−d/2
∫
Rd
e−ixξf(x)dx.

Определим класс W ,

W = {f ∈ S(Rd) : ‖(−∆)α/2f‖L2(Rd) ≤ 1}.

Преобразованием Радона называется интегральный оператор

Rf(θ, s) =

∫
xθ=s

f(x)dx, θ ∈ Sd−1, s ∈ R.

Функция Rf определена на единичном цилиндре Z = Sd−1 × R. Гильбертово
пространство L2(Z) задается скалярным произведением

(g, h)L2(Z) =

∫
Sd−1

∫
R
g(θ, s)h(θ, s)dsdθ.

Предположим, что функция Rf известна с погрешность δ, т.е. дана функция
g ∈ L2(Z), такая что

||Rf − g||L2(Z) ≤ δ, δ > 0.

Задача состоит в нахождении оптимального метода восстановления функции
f ∈ W по информации g. Под методом восстановления понимается произ-
вольное отображение m : L2(Z)→ L2(Rd), а погрешностью метода называется
величина
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e(δ,m) = sup
f∈W,g∈L2(Z)
‖Rf−g‖L2(Z)≤δ

||f −m(g)||L2(Rd).

Погрешностью оптимального восстановления называется наименьшая из по-
грешностей всех возможных методов

E(δ) = inf
m:L2(Z)→L2(Rd)

e(δ,m).

Метод, на котором достигается погрешность оптимального восстановления,
называется оптимальным методом восстановления.

Рассмотрим функции

x(σ) = (2π)1−dσd−1+2αχ[0,∞)(σ), y(σ) = (2π)1−dσd−1χ[0,∞)(σ), σ ∈ R. (1)

Положим

λ̂1 = (2π)
(d−1)(d−2)
d−1+2α

(d− 1)

d− 1 + 2α
δ

4α
d−1+2α , λ̂2 = (2π)

(d−1)(d−2)
d−1+2α

2α

d− 1 + 2α
δ

2(1−d)
d−1+2α . (2)

Теорема 1. Погрешность оптимального восстановления равна

E(δ) =

√
λ̂1 + λ̂2δ2 = (2π)

(d−1)(d−2)
2(d−1+2α) δ

2α
d−1+2α .

Методы
m̂a(g)(σθ) = (2π)(1−d)/2a(σ)ĝθ(σ),

где
gθ(s) = g(θ, s),

a(σ) =

 λ̂2

λ̂1x(σ) + λ̂2

+ ε(σ)
σα
√
λ̂1λ̂2

λ̂1x(σ) + λ̂2

√
x(σ)λ̂1 + λ̂2 − y(σ)

χ[0,∞)(σ), (3)

ε(σ) ∈ L∞(R) и принимает значения на отрезке [−1, 1], являются оптималь-
ными.

Доказательство. Рассмотрим двойственную задачу

‖f‖2
L2(Rd) → max, ‖(−∆)α/2f‖2

L2(Rd) ≤ 1, ‖Rf‖2
L2(Z) ≤ δ2.

Ее решение дает оценку снизу для квадрата погрешности оптимального
восстановления в силу следующей цепочки неравенств (в которой m — произ-
вольный метод)

E(δ) ≥ sup
f∈W,g∈L2(Z)
‖Rf−g‖L2(Z)≤δ

‖f −m(g)‖L2(Rd) ≥ sup
f∈W

‖Rf‖L2(Z)≤δ

‖f −m(0)‖L2(Rd) ≥
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sup
f∈W

‖Rf‖L2(Z)≤δ

‖f −m(0)‖L2(Rd) + ‖ − f −m(0)‖L2(Rd)

2
≥ sup

f∈W
‖Rf‖L2(Z)≤δ

‖f‖L2(Rd).

Найдем решение двойственной задачи. Известно следующее соотношение, свя-
зывающее преобразование Радона функции и ее преобразование Фурье ([9]).

(̂Rθf)(σ) = (2π)(d−1)/2f̂(σθ), σ ∈ R,
где Rϑf(s) = Rf(ϑ, s). Используя его, перепишем двойственную задачу.

‖f‖2
L2(Rd) = ‖f̂‖2

L2(Rd) =

∫ ∞
0

σd−1

∫
Sd−1

|f̂(σθ)|2dθdσ.

‖(−∆)α/2f‖2
L2(Rd) = ‖ ̂(−∆)α/2f‖2

L2(Rd) =

∫
Rd
|ξ|2α|f̂(ξ)|2dξ

=

∫ ∞
0

σd−1+2α

∫
Sd−1

|f̂(σθ)|2dθdσ.

‖Rf‖2
L2(Z) =

∫
Sd−1

∫
R
|Rf(θ, s)|2dsdθ =

∫
Sd−1

∫
R
|R̂θf(σ)|2dσdθ

= (2π)d−1

∫
Sd−1

∫
R
|f̂(σθ)|2dσdθ = (2π)d−1

∫
R

∫
Sd−1

|f̂(σθ)|2dθdσ.

Положим
∫
Sd−1 |f̂(σθ)|2dθdσ = dµ(σ) и рассмотрим следующую задачу на ме-

рах ∫ ∞
0

σd−1dµ→ max,

∫ ∞
0

σd−1+2αdµ ≤ 1, (2π)d−1

∫
R
dµ ≤ δ2. (4)

Запишем ее функцию Лагранжа,

L(µ, λ1, λ2) = −λ1 − λ2δ
2+

(2π)d−1

∫
R

(
λ1(2π)1−dσd−1+2αχ[0,∞)(σ) + λ2 − (2π)1−dσd−1χ[0,∞)(σ)

)
dµ.

Рассмотрим функцию, заданную параметрически уравнениями (1) или

y(x) = (2π)
1−d+(d−1)2

(d−1+2α) x
(d−1)

(d−1+2α) .

Она является вогнутой при α ≥ 0. Уравнение касательной к графику функции
y(x) в точке 1/δ2 (соответствующее значение σ равно σ∗ = [(2π)d−1δ−2]1/(d−1+2α))
имеет вид y = λ̂1x + λ̂2, где λ̂1, λ̂2 определены в (2). Отсюда имеем λ̂1x(σ) +

λ̂2 − y(σ) ≥ 0 и L(µ, λ̂1, λ̂2) ≥ −λ̂1 − λ̂2δ
2. Рассмотрим меру

dµ∗ =
δ2

(2π)d−1
D
(
σ − (2π)

d−1
d−1+2α (δ−2)

1
d−1+2α

)
dσ,
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где D - дельта-функция. Она допустима в задаче (4), удовлетворяет условиям
дополняющей нежесткости

λ̂1

(∫ ∞
0

σd−1+2αdµ∗ − 1

)
+ λ̂2

(
(2π)d−1

∫
R
dµ∗ − δ2

)
= 0

и минимизирует функцию Лагранжа, т.к. L(µ∗, λ̂1, λ̂2) = −λ̂1 − λ̂2δ
2. Отсюда

следует, что она доставляет экстремум в задаче (4), решение которой равно
λ̂1 + λ̂2δ

2.
Рассмотрим дельта-образную последовательность функций из S(Rd): n√

π
e−(nσ)2 −→

D(σ). Обозначим gn(σ) = δ2

(2π)d−1
n√
π
e−(n(σ−σ∗))2 , тогда gn(σ) −→ δ2

(2π)d−1D(σ−σ∗).
Обозначим cn = max

(
1,
∫∞

0
σd−1+2αgn(σ)dσ

)
и un(σ) = gn(σ)

cn
. В силу того, что∫ ∞

0

σd−1+2αgn(σ)dσ −→
∫ ∞
−∞

χ[0,∞)(σ)σd−1+2α δ2

(2π)d−1
D(σ − σ∗)dσ = 1,

имеем un(σ) −→ δ2

(2π)d−1D(σ − σ∗). Положим f̂n(σθ) = un(σ)
|Sd−1| , тогда последова-

тельность {fn} допустима в двойственной задаче, т.к.

‖(−∆)α/2f‖2
L2(Rd) =

∫ ∞
0

σd−1+2αun(σ)dσ =
1

cn

∫ ∞
0

σd−1+2αgn(σ)dσ ≤ 1,

‖Rf‖2
L2(Z) = (2π)d−1

∫ ∞
−∞

un(σ)dσ =
1

cn
(2π)d−1

∫ ∞
−∞

gn(σ)dσ =

1

cn
δ2 ≤ δ2.

Значение двойственной задачи на последовательности {fn} совпадает с ре-
шением задачи (4)

‖f‖2
L2(Rd) =

∫ ∞
0

σd−1un(σ)dσ =
1

cn

∫ ∞
0

σd−1gn(σ)dσ

−→ (2π)
(d−1)(d−2)
d−1+2α δ

4α
d−1+2α = λ̂1 + λ̂2δ

2,

откуда следует, что на {fn} достигается решение двойственной задачи.
Рассмотрим метод

m̂a(g)(σθ) = (2π)(1−d)/2a(σ)ĝθ(σ).

Запишем его погрешность

‖f −ma(g)‖2
L2(Rd) = ‖f̂ − m̂a(g)‖2

L2(Rd)
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=

∫
Sd−1

∫ ∞
0

σd−1|f̂(σθ)− (2π)(1−d)/2a(σ)ĝθ(σ)|2dσdθ

=

∫
Sd−1

∫ ∞
0

σd−1
∣∣∣a(σ)(2π)(1−d)/2

(
ĝθ(σ)− (2π)(d−1)/2f̂(σθ)

)
+ f̂(σθ)(a(σ)− 1)

∣∣∣2 dσdθ.
Применим неравенство Коши-Буняковского |xy|2 ≤ ‖x‖2‖y‖2 к векторам

x =

(2π)(1−d)/2 a(σ)√
λ̂2

, σ
1−d−2α

2
(a(σ)− 1)√

λ̂1

 ,

y =

((
ĝθ(σ)− (2π)(d−1)/2f̂(σθ)

)√
λ̂2, σ

d−1+2α
2

√
λ̂1f̂(σθ)

)
.

Получим
‖f −ma(g)‖2

L2(Rd)

≤
∫
Sd−1

∫ ∞
0

A(σ)

(
σd−1+2αλ̂1|f̂(σθ)|2 +

∣∣∣ĝθ(σ)− (2π)(d−1)/2f̂(σθ)
∣∣∣2 λ̂2

)
dσdθ,

где

A(σ) = σd−1

(
(2π)(1−d)a

2(σ)

λ̂2

+ σ1−d−2α (a(σ)− 1)2

λ̂1

)
.

Условие (3) эквивалентно A(σ) ≤ 1, σ ∈ [0,∞), откуда

‖f −ma(g)‖2
L2(Rd) ≤ λ̂1 + λ̂2δ

2.

�

Следствие 1. В условиях теоремы 1 методы

m̂a(g)(σθ) = (2π)(1−d)/2a(σ)ĝθ(σ),

где

a(σ) =


1 , σ ∈ [0, 2πλ̂

(1−d)
2 ],(

λ̂2
λ̂1x(σ)+λ̂2

+ ε(σ) σ
α
√
λ̂1λ̂2

λ̂1x(σ)+λ̂2

√
x(σ)λ̂1 + λ̂2 − y(σ)

)
, σ ∈ (2πλ̂

(1−d)
2 , λ̂

−1/2α
1 ),

0 , σ ∈ [λ̂
−1/2α
1 ,∞).

ε(σ) ∈ L∞(R) и принимает значения на отрезке [−1, 1], являются оптималь-
ными.
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Доказательство. Положим a(σ) = 1 в неравенстве A(σ) ≤ 1, получим, что
оно выполнено при σ ≤ 2πλ̂

(1−d)
2 . Аналогично, положим a(σ) = 0, тогда A(σ) ≤

1 выполнено при σ ≥ λ̂
−1/2α
1 . �

Функция a выполняет роль фильтра, определяющего соотношение меж-
ду объемом полезной информации и погрешностью, с которой она задана. Из
следствия видно, что при достаточно малых σ информация ĝ не нуждается
в фильтрации, а при достаточно больших σ фильтр можно выбрать равным
0, т.е. соответствующий объем информации не влияет на погрешность опти-
мального восстановления. Таким образом, выбрав фильтр a как в следствии
1, получим, что восстановленная функция будет иметь ограниченный спектр.

Следствие 2. Для функции f ∈ S(Rd) имеет место точное неравенство

‖f‖L2(Rd) ≤ (2π)
(d−1)(d−2)
2(d−1+2α) ‖Rf‖

2α
2(d−1+2α)

L2(Z) ‖(−∆)α/2f‖
d−1

d−1+2α

L2(Rd)
, α > 0.

Доказательство. Из доказательства теоремы 1 следует ‖u‖L2(Rd) ≤ (2π)
(d−1)(d−2)
2(d−1+2α) δ

2α
2(d−1+2α) ,

при ограничениях ‖Ru‖L2(Z) = δ и ‖(−∆)α/2u‖L2(Rd) = 1. Положив u(x) =
f(x)

‖(−∆)α/2f‖
L2(Rd)

, f 6= 0, получим

‖f‖L2(Rd) ≤ (2π)
(d−1)(d−2)
2(d−1+2α) ‖Rf‖

2α
2(d−1+2α)

L2(Z) ‖(−∆)α/2f‖
d−1

d−1+2α

L2(Rd)
.

�
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