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Рассматривается задача оптимального восстановления решения систе-
мы линейных дифференциальных уравнений по исходной информации со
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методы восстановления, оказавшиеся линейными, используют в зависи-
мости от заданной дисперсии случайных ошибок лишь часть доступной
информации.
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§ 1. Введение

Общая постановка задачи восстановления заключается в определении зна-
чений заданного функционала или оператора на некоторых классах функций
по неполной информации о них. Классы обычно связывают со свойствами
гладкости или аналитичности входящих в них функций. Локальная или инди-
видуальная информация обычно состоит в том, что нам оказываются доступ-
ными некоторые характеристики функции (например, ее значения в отдельных
точках, моменты, коэффициенты Фурье или Тейлора, преобразование Фурье
и т.п.). Эта информация может задаваться с детерминированной ошибкой или
со случайной.

К настоящему времени имеется значительное число работ, в которых для
различных задач восстановления найдены оптимальные методы. Задачи с де-
терминированными ошибками рассматривались, например, в работах [1]–[9].

Задачи со случайными ошибками изучались в работах [10]–[16]. В работе [11]
оценка методов восстановления берется по линейным функционалам, в рабо-
те [12] получена оценка для нелинейного метода восстановления через оценки
линейных методов.

Задача оценивания погрешности метода восстановления по случайной вели-
чине, имеющей нормальное распределение, рассмотрена в работе [13]. В ней
получено неравенство для оценки минимаксного нелинейного риска.

Задача восстановления решения системы линейных однородных уравнений
рассматривалась в [17], но в случае детерминированной ошибки.
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Настоящая работа посвящена построению оптимальных методов восстанов-
ления решения системы линейных дифференциальных однородных уравнений
по исходной информации, заданной со случайной ошибкой. Мы следуем по-
становке, предложенной в работе [14], и используем ряд идей из этой работы
для доказательства общего результата в конечномерном случае. Рассмотрены
различные варианты задания исходной информации: задача решается в пред-
положении, что начальная точка принадлежит некоторому эллипсоиду и ее ко-
ординаты в начальный момент времени известны со случайной ошибкой. Тре-
буется восстановить решение в момент времени τ > 0. Также рассматривается
задача, в которой решение известно с некоторой случайной ошибкой в момент
времени t = T1. Требуется восстановить решение в некоторый момент времени
0 < τ < T1.

Общий результат применяется также к задаче о восстановлении k-й произ-
водной тригонометрического полинома по его коэффициентам, известным со
случайной ошибкой.

В рассматриваемых задачах мы не ограничиваемся лишь нормальным рас-
пределением случайной величины, а рассматриваем произвольные распределе-
ния случайного вектора с фиксированным математическим ожиданием и фик-
сированной оценкой для дисперсии. Как и в задачах с детерминированной
ошибкой, здесь обнаруживаются такие эффекты, как линейность оптималь-
ного метода и возможность использовать не всю доступную для измерений
информацию.

§ 2. Постановка задачи об оптимальном восстановлении
решения системы линейных дифференциальных уравнений

Рассмотрим задачу Коши для системы линейных однородных дифференци-
альных уравнений 

dx

dt
= Ax,

x(0) = x0,
(2.1)

где x(t) ∈ Rn, t ⩾ 0, и

A =

a11 a12 . . . a1n
...

... . . .
...

an1 an2 . . . ann

 , aij ∈ R.

Предположим, что матрица A является самосопряженной,

µ1, µ2, . . . , µn

– собственные числа матрицы A. Обозначим через {ej}nj=1 ортонормированный
базис из собственных векторов, соответствующих собственным значениям µj ,
j = 1, . . . , n. Пусть

x0 =

n∑
j=1

xjej .
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Тогда решение задачи (2.1) записывается в виде

x(t) =

n∑
j=1

eµjtxjej .

Предположим, что координаты начальной точки x0 известны со случайной
ошибкой. Пусть, кроме того, известен некоторый эллипсоид, в котором нахо-
дится точка x0. Требуется восстановить решение в момент τ > 0.

Перейдем к точной постановке задачи. Положим для x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

W =

{
x∈Rn :

n∑
j=1

νjx
2
j ⩽ 1

}
, Tx=(eµ1τx1, . . . , e

µnτxn), Ix=(x1, . . . , xn).

Зафиксируем δ > 0 и для каждого x ∈ W будем рассматривать множество
случайных векторов

Yδ(x) =
{
y = (y1, . . . , yn) : E(y) = Ix, D(yj) ⩽ δ2, j = 1, . . . , n

}
.

Обозначим через ln2 пространство векторов x = (x1, . . . , xn) с нормой

∥x∥ln2 =

( n∑
j=1

|xj |2
)1/2

.

Всякий метод восстановления сопоставляет случайному вектору y ∈ Yδ(x) эле-
мент из пространства ln2 , принимаемый за приближение к значению Tx. По-
грешностью метода восстановления φ : Rn → ln2 называется величина

e(T,W, I, δ, φ) =
(

sup
x∈W, y∈Yδ(x)

E
(
∥Tx− φ(y)∥2ln2

))1/2

(рассматриваются только измеримые отображения φ). Задача состоит в на-
хождении погрешности оптимального восстановления

E(T,W, I, δ) = inf
φ : Rn→ln2

e(T,W, I, δ, φ)

и метода, на котором достигается нижняя грань, называемого оптимальным.
Для решения сформулированной задачи мы рассмотрим более общую зада-

чу, решим ее и затем применим полученный результат к поставленной исходной
задаче.

§ 3. Общий результат

Пусть X – линейное пространство, Z – линейное нормированное простран-
ство и T : X → Z – линейный оператор. Требуется восстановить значения
оператора T на некотором множестве (классе) W ⊂ X по значениям линейного
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оператора I : X → Rn, заданным со случайной ошибкой. Для каждого x ∈ W

и δ > 0 рассмотрим множество случайных векторов

Yδ(x) =
{
y = (y1, . . . , yn) : E(y) = Ix, D(yj) ⩽ δ2, j = 1, . . . , n

}
и аналогично § 2 определим погрешность метода восстановления φ : Rn → Z по
формуле

e(T,W, I, δ, φ) =
(

sup
x∈W, y∈Yδ(x)

E
(
∥Tx− φ(y)∥2Z

))1/2

(рассматриваются только измеримые методы φ). Задача состоит в поиске оп-
тимального метода восстановления (если он существует) и погрешности опти-
мального восстановления

E(T,W, I, δ) = inf
φ : Rn→Z

e(T,W, I, δ, φ). (3.1)

Положим

W =

{
x ∈ Rn :

n∑
j=1

νj |xj |2 ⩽ 1

}
,

где νj > 0, j = 1, . . . , n. Определим линейные операторы T : Rn → ln2 и I : Rn →
Rn следующим образом:

Tx = (µ1x1, . . . , µnxn), Ix = (x1, . . . , xn),

|µj | > 0, j = 1, . . . , n.
Введем обозначения

γj =

√
νj

|µj |
, j = 1, . . . , n, ξj =

( j∑
k=1

νk

(
γj
γk

− 1

))1/2

, j = 1, . . . n.

Будем считать, что γ1 ⩽ · · · ⩽ γn. Нетрудно убедиться, что 0 = ξ1 ⩽ · · · ⩽ ξn.

Теорема 1. Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некотором 1 ⩽ s ⩽ n − 1 или 1/δ ∈
(ξn,+∞) (в этом случае считаем s = n). Тогда

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

|µk|2
(
1− γk(1− c1)

γ1

))1/2

,

где

c1 = 1−
δ2γ1

∑s
k=1(νk/γk)

1 + δ2
∑s

k=1 νk
, (3.2)

а метод

φ(y) =

s∑
k=1

(
1− γk(1− c1)

γ1

)
µkykek,

где {ek} – стандартный базис в ln2 , является оптимальным.
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Доказательство. 1. Оценка снизу. Зафиксируем элемент τ =(τ1, . . . , τn)∈
W такой, что

τ1 ⩾ · · · ⩾ τn > 0.

Введем множество

B = {x ∈ ln2 : xj = ±τj , j = 1, . . . , n}.

Очевидно, что B ⊂ W . Положим

pj =
δ2

δ2 + τ2j
, j = 1, . . . , n.

В силу условий на монотонность τj имеем

0 < p1 ⩽ · · · ⩽ pn < 1.

Произвольный элемент x ∈ B записывается в виде

x =

n∑
j=1

sj(x)τjej ,

где sj(x) ∈ {−1, 1}. Зададим распределение η(x) для каждого x ∈ B

η(x) =



0, с вероятностью p1,
s1(x)τ1
1− p1

e1 с вероятностью p2 − p1,

2∑
j=1

sj(x)τj
1− pj

ej с вероятностью p3 − p2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑
j=1

sj(x)τj
1− pj

ej с вероятностью pn − pn−1,

n∑
j=1

sj(x)τj
1− pj

ej с вероятностью 1− pn.

Таким образом, для координат вектора η(x) = (η1(x), . . . , ηn(x)) имеем следу-
ющие распределения:

ηj(x) =

0 с вероятностью pj ,
sj(x)τj
1− pj

с вероятностью 1− pj ,
j = 0, 1, . . . , n.

Несложно убедиться, что E(ηj(x)) = xj , j = 1, . . . , n. Кроме того,

D(ηj(x)) = (1− pj)
τ2j

(1− pj)2
− τ2j = δ2, j = 1, . . . , n.

Следовательно, η(x) ∈ Yδ(x) для всех x ∈ B.
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Пусть φ – произвольный метод восстановления. Учитывая, что число эле-
ментов в множестве B равно 2n, получаем

e2(T,W, I, δ, φ) ⩾ sup
x∈B

E∥Tx− φ(η(x))∥2ln2

= sup
x∈B

(n+1∑
j=1

(pj − pj−1)

∥∥∥∥Tx− φ

(j−1∑
k=1

sk(x)τk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

)

⩾
1

2n

∑
x∈B

(n+1∑
j=1

(pj − pj−1)

∥∥∥∥Tx− φ

(j−1∑
k=1

sk(x)τk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

)

=
1

2n

n+1∑
j=1

(pj − pj−1)
∑
x∈B

∥∥∥∥Tx− φ

(j−1∑
k=1

sk(x)τk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

; (3.3)

здесь p0 = 0, а pn+1 = 1. Положим

Bs1,...,sj−1
= {x ∈ B : s1(x) = s1, . . . , sj−1(x) = sj−1},

j = 1, . . . , n+ 1 (при j = 1 это множество совпадает с B). Тогда

pj − pj−1

2n

∑
x∈B

∥∥∥∥Tx− φ

(j−1∑
k=1

sk(x)τk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

=
pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥∥∥∥Tx− φ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

.

Если x ∈ Bs1,...,sj−1
, то

x =

j−1∑
k=1

skτkek + z(x), z(x) =

n∑
k=j

sk(x)τkek.

Причем с каждым элементом

j−1∑
k=1

skτkek + z(x) ∈ Bs1,...,sj−1

в множестве Bs1,...,sj−1
содержится и элемент

j−1∑
k=1

skτkek − z(x).

Таким образом,

pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥∥∥∥Tx− φ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

=
pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥∥∥∥T(j−1∑
k=1

skτkek + z(x)

)
− φ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2
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=
pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥∥∥∥T(j−1∑
k=1

skτkek

)
+Tz(x)−φ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

=
pj − pj−1

2n+1

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

(∥∥∥∥T(j−1∑
k=1

skτkek

)
+ Tz(x)

− φ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

+

∥∥∥∥T(j−1∑
k=1

skτkek

)
− Tz(x)− φ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

)
⩾

pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥Tz(x)∥2ln2 =
pj − pj−1

2n

∑
x∈B

∥Tz(x)∥2ln2

= (pj − pj−1)

n∑
k=j

|µk|2τ2k .

Подставляя эту оценку в (3.3), получаем

e2(T,W, I, δ, φ) ⩾
n+1∑
j=1

(pj − pj−1)

n∑
k=j

|µk|2τ2k

=

n∑
j=1

(
pj

n∑
k=j

|µk|2τ2k − pj

n∑
k=j+1

|µk|2τ2k
)

=

n∑
j=1

pj |µj |2τ2j =

n∑
j=1

δ2

δ2 + τ2j
|µj |2τ2j .

В силу произвольности метода φ имеет место следующая оценка:

E2(T,W, I, δ) ⩾ sup
τ∈W

τ1⩾···⩾τn>0

n∑
j=1

δ2

δ2 + τ2j
|µj |2τ2j . (3.4)

Рассмотрим вектор τ = (τ1, . . . , τk, 0, . . . , 0) ∈ W такой, что τ1 ⩾ · · · ⩾ τk > 0,
1 ⩽ k < n. Для достаточно малых ε > 0 положим τε = (τ1(ε), . . . , τn(ε)), где

τj(ε) =


√
τ2j − ε, 1 ⩽ j ⩽ k,

C
√
ε, k + 1 ⩽ j ⩽ n,

C =

( ∑k
j=1 νj∑n

j=k+1 νj

)1/2

.

Тогда

n∑
j=1

νjτ
2
j (ε) =

k∑
j=1

νjτ
2
j − ε

k∑
j=1

νj + C2ε

n∑
j=k+1

νj =

k∑
j=1

νjτ
2
j ⩽ 1.

Тем самым τε ∈ W . При ε < τ2k/(1 + C2) справедливо неравенство√
τ2k − ε > C

√
ε.
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Следовательно, при таких ε

τ1(ε) ⩾ · · · ⩾ τn(ε) > 0.

Из (3.4) вытекает, что

E2(T,W, I, δ) ⩾
n∑

j=1

δ2

δ2 + τ2j (ε)
|µj |2τ2j (ε).

Переходя к пределу при ε → 0, получаем

E2(T,W, I, δ) ⩾
k∑

j=1

δ2

δ2 + τ2j
|µj |2τ2j .

Таким образом,

E2(T,W, I, δ) ⩾ sup
τ∈W

τ1⩾···⩾τn⩾0

n∑
j=1

δ2

δ2 + τ2j
|µj |2τ2j . (3.5)

2. Оценка сверху. Найдем погрешность методов, имеющих вид

φ(y) =

n∑
j=1

αjyjej .

Положим z(x) = y(x) − Ix. Тогда E(z(x)) = 0, D(zj(x)) ⩽ δ2, j = 1, . . . , n.
Имеем

e2(T,W, I, δ, φ) = sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

E
(
∥Tx− φ(y(x))∥2ln2

)
= sup

x∈W
y(x)∈Yδ(x)

E
(
∥Tx− φ(Ix)− φ(z(x))∥2ln2

)
= sup

x∈W
y(x)∈Yδ(x)

(
∥Tx− φ(Ix)∥2ln2 +E(∥φ(z(x))∥2ln2 )− 2E(φ(z(x)), Tx− φ(Ix))

)
;

здесь (·, ·) – скалярное произведение в ln2 . Из вида φ следует, что

E(φ(z(x)), Tx− φ(Ix)) = E

( n∑
j=1

αjzj(x)ej , Tx− φ(Ix)

)

=

n∑
j=1

(ej , Tx− φ(Ix))αjE(zj(x)) = 0.

Так как

E(∥φ(z(x))∥2ln2 ) = E

( n∑
j=1

|αj |2|zj(x)|2
)

=

n∑
j=1

|αj |2D(zj(x)),
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то

e2(T,W, I, δ, φ) = sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

(
∥Tx− φ(Ix)∥2ln2 +

n∑
j=1

|αj |2D(zj(x))

)

= sup
x∈W

∥Tx− φ(Ix)∥2ln2 + δ2
n∑

j=1

|αj |2.

Рассмотрим экстремальную задачу

∥Tx− φ(Ix)∥2ln2 → max, x ∈ W.

Перепишем эту задачу в виде

n∑
j=1

|µj − αj |2|xj |2 → max,

n∑
j=1

νj |xj |2 ⩽ 1.

Из неравенства

n∑
j=1

|µj − αj |2|xj |2 =

n∑
j=1

|µj − αj |2

νj
νj |xj |2

⩽ max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

} n∑
j=1

νj |xj |2

получаем

sup
x∈W

∥Tx− φ(Ix)∥2ln2 ⩽ max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

}
.

Таким образом,

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽ max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

}
+ δ2

n∑
j=1

|αj |2.

Положим
cj =

αj

µj
, j = 1, . . . , n.

Тогда для погрешности метода φ имеем

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽ max

{
|1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

}
+ δ2

n∑
j=1

|µj |2|cj |2.

2.1. Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некотором 1 ⩽ s ⩽ n − 1. Тогда нетрудно
показать, что выполняются неравенства

1

γs+1
⩽

δ2
∑s

k=1(νk/γk)

1 + δ2
∑s

k=1 νk
<

1

γs
.
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Если определить c1 равенством (3.2), то
1

γs+1
⩽

1− c1
γ1

<
1

γs
.

Пусть

ck = 1− γk
1− c1
γ1

, k = 2, . . . , s, ck = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Имеем
(1− ck)

2

γ2
k

=
(1− c1)

2

γ2
1

, k = 2, . . . , s.

При k ⩾ s+ 1
(1− ck)

2

γ2
k

=
1

γ2
k

⩽
1

γ2
s+1

⩽
(1− c1)

2

γ2
1

.

Поэтому

max

{
|1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

}
=

(1− c1)
2

γ2
1

. (3.6)

Следовательно,

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽
(1− c1)

2

γ2
1

+ δ2
s∑

k=1

|µk|2c2k

=
(1− c1)

2

γ2
1

+ δ2
s∑

k=1

|µk|2((1− ck)
2 − (1− ck) + ck)

=
(1− c1)

2

γ2
1

+ δ2
s∑

k=1

|µk|2
γ2
k

γ2
1

(1− c1)
2

− δ2
s∑

k=1

|µk|2
γk
γ1

(1− c1) + δ2
s∑

k=1

|µk|2ck

= δ2
s∑

k=1

|µk|2ck +
1− c1
γ2
1

(
1− c1 + δ2

s∑
k=1

νk(1− c1)− δ2γ1

s∑
k=1

νk
γk

)

= δ2
s∑

k=1

|µk|2ck +
1− c1
γ2
1

(
(1− c1)

(
1 + δ2

s∑
k=1

νk

)
− δ2γ1

s∑
k=1

νk
γk

)

= δ2
s∑

k=1

|µk|2ck. (3.7)

Рассмотрим вектор τ̂ ∈ ln2 , имеющий вид

τ̂2k = δ2
(

γ1
(1− c1)γk

− 1

)
, k = 1, . . . , s, τ̂k = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Имеем
n∑

k=1

νk τ̂
2
k = δ2

s∑
k=1

νk

(
γ1

(1− c1)γk
− 1

)
=

δ2γ1
1− c1

s∑
k=1

νk
γk

− δ2
s∑

k=1

νk

=

(
1 + δ2

s∑
k=1

νk

)
− δ2

s∑
k=1

νk = 1.
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Таким образом, τ̂ ∈ W . Подставляя τ̂ в оценку (3.5), получаем

E2(T,W, I, δ) ⩾
s∑

k=1

δ2|µk|2τ̂2k
δ2 + τ̂2k

=

s∑
k=1

δ4|µk|2(γ1/((1− c1)γk)− 1)

δ2γ1/((1− c1)γk)

= δ2
s∑

k=1

|µk|2
(
1− (1− c1)γk

γ1

)
= δ2

s∑
k=1

|µk|2ck ⩾ e2(T,W, I, δ, φ).

Отсюда следует, что метод φ является оптимальным.
2.2. Пусть теперь 1/δ > ξn. Тогда

δ2
∑n

k=1(νk/γk)

1 + δ2
∑n

k=1 νk
<

1

γn
.

Положим

c1 = 1− γ1
eδ2

∑n
k=1(νk/γk)

1 + δ2
∑n

k=1 νk
.

Тогда
1− c1
γ1

<
1

γn
.

Пусть

ck = 1− γk
1− c1
γ1

, k = 2, . . . , n.

Имеем
(1− ck)

2

γ2
k

=
(1− c1)

2

γ2
1

, k = 2, . . . , n.

Тем самым, как и в предыдущем случае, справедливо равенство (3.6). Повто-
ряя выкладки (3.7) для s = n, получаем

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽ δ2
n∑

k=1

|µk|2ck.

Рассмотрим вектор τ̂ ∈ ln2 , имеющий вид

τ̂2k = δ2
(

γ1
(1− c1)γk

− 1

)
, k = 1, . . . , n.

Имеем
n∑

k=1

νk τ̂
2
k = δ2

n∑
k=1

νk

(
γ1

(1− c1)γk
− 1

)
=

δ2γ1
1− c1

n∑
k=1

νk
γk

− δ2
n∑

k=1

νk

=

(
1 + δ2

n∑
k=1

νk

)
− δ2

n∑
k=1

νk = 1.

Таким образом, τ̂ ∈ W . Подставляя τ̂ в оценку (3.5), получаем

E2(T,W, I, δ) ⩾
n∑

k=1

δ2|µk|2τ̂2k
δ2 + τ̂2k

=

n∑
k=1

δ4|µk|2(γ1/((1− c1)γk)− 1)

δ2γ1/((1− c1)γk)

= δ2
n∑

k=1

|µk|2
(
1− (1− c1)γk

γ1

)
= δ2

n∑
k=1

|µk|2ck ⩾ e2(T,W, I, δ, φ).

Отсюда следует, что метод φ является оптимальным.
Теорема 1 доказана.
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§ 4. Оптимальное восстановление решения
системы линейных дифференциальных уравнений

Здесь дается решение задачи о восстановлении для начальной точки в эл-
липсоиде, затем рассматривается частный случай шара. Потом задача о вос-
становлении по коэффициентам в момент времени T и для конечной точки
в эллипсоиде. Затем приводится частный случай шара.

4.1. Восстановление решений линейных дифференциальных урав-
нений по исходной информации со случайной ошибкой в начальный
момент времени. Рассмотрим задачу Коши для системы линейных однород-
ных дифференциальных уравнений

dx

dt
= Ax,

x(0) = x0,
(4.1)

где x(t) ∈ Rn, t ⩾ 0 и A = (aij) ∈ R.
Предположим, что матрица A является самосопряженной,

µ1 > µ2 > · · · > µn

– собственные числа матрицы A. Обозначим через {ej}nj=1 ортонормированный
базис из собственных векторов, соответствующих собственным значениям µj ,
j = 1, . . . , n.

Пусть

x0 =

n∑
j=1

xjej .

Тогда решение задачи (4.1) записывается в виде

x(t) =

n∑
j=1

eµjtxjej .

Предположим, что координаты начальной точки x0 известны со случайной
ошибкой. Пусть, кроме того, известен некоторый эллипсоид, в котором нахо-
дится точка x0. Требуется восстановить решение в момент τ , τ > 0.

Положим для x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

W =

{
x∈Rn :

n∑
j=1

νjx
2
j ⩽ 1

}
, Tx=(eµ1τx1, . . . , e

µnτxn), Ix=(x1, . . . , xn).

Как и в общей постановке, всякий метод восстановления сопоставляет слу-
чайному вектору y ∈ Yδ(x) элемент из пространства Rn, принимаемый за при-
ближение к значению Tx. Таким образом, поставленная задача восстановления
сводится к задаче, рассмотренной выше. Применим теорему 1.

Обозначим

γj =

√
νj

eµjτ
, j = 1, . . . , n, ξj =

( j∑
k=1

νk

(
γj
γk

− 1

))1/2

, j = 1, . . . , n.
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Теорема 2. Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некоторых 1 ⩽ s ⩽ n− 1 или 1/δ ∈
(ξn,+∞) (в этом случае считаем s = n). Тогда

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

e2µkτ

(
1− γk(1− c1)

γ1

))1/2

,

где

c1 = 1−
δ2γ1

∑s
k=1(νk/γk)

1 + δ2
∑s

k=1 νk
, (4.2)

а метод

φ(y) =
s∑

k=1

(
1− γk(1− c1)

γ1

)
eµkτykek,

является оптимальным.

Предположим, что матрица A является самосопряженной,

λ1 > λ2 > · · · > λm

– собственные числа матрицы A и rk – кратность собственного числа λk, k =

1, . . . ,m. Обозначим через {ekj}rkj=1 ортонормированную систему векторов, со-
ответствующую собственному значению λk. Тогда система векторов

e11, . . . , e1r1 , . . . , em1, . . . , emrm

является ортонормированным базисом в Rn.
Пусть

x0 =

m∑
k=1

rk∑
j=1

ckjekj .

Тогда решение задачи (4.1) записывается в виде

x(t) =

m∑
k=1

eλkt
rk∑
j=1

ckjekj .

Теперь предположим, что в начальный момент времени точка x0 находится
в некотором шаре радиуса R:

m∑
k=1

rk∑
j=1

x2
kj ⩽ R2.

Тогда задача восстановления решения в момент времени τ , τ > 0, сводится
к предыдущей для

W =

{
x ∈ ln2 :

m∑
k=1

rk∑
j=1

R−2x2
kj ⩽ 1

}
,

Tx = (eλ1τx11, . . . , e
λ1τx1r1 , . . . , e

λmτxm1, . . . , e
λmτxmrm),

Ix = (x11, . . . , x1r1 , . . . , xm1, . . . , xmrm).
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Положим

ξk = R−1

( k∑
j=1

rj
(
e(λj−λk)τ − 1

))1/2

, k = 1, . . . ,m.

Теорема 3. Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некоторых 1 ⩽ s ⩽ m− 1 или 1/δ ∈
(ξm,+∞) (в этом случае считаем s = m). Тогда

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

e2λkτrk
(
1− e(λ1−λk)τ (1− c1)

))1/2

,

где

c1 = 1−
δ2R−2e−λ1τ

∑s
k=1 rke

λkτ

1 + δ2R−2
∑s

k=1 rk
, (4.3)

а метод

φ(y) =

s∑
k=1

(
eλkτ − eλ1τ (1− c1)

) rk∑
j=1

ykjekj ,

является оптимальным.

4.2. Восстановление решений линейных дифференциальных урав-
нений по исходной информации со случайной ошибкой в момент вре-
мени T1. Рассмотрим задачу Коши для системы линейных однородных диф-
ференциальных уравнений 

dx

dt
= Ax,

x(0) = x0,
(4.4)

где x(t) ∈ Rn, t ⩾ 0, и A = (aij), aij ∈ R.
Предположим, что матрица A является самосопряженной,

λ1 > λ2 > · · · > λn

– собственные числа матрицы A. Обозначим через {ej}nj=1 ортонормированный
базис из собственных векторов, соответствующих собственным значениям λj ,
j = 1, . . . , n.

Пусть

x0 =

n∑
j=1

xjej .

Тогда решение задачи (4.4) записывается в виде

x(t) =

n∑
j=1

eλjtxjej .

Кроме того, считается, что в начальный момент времени x0 принадлежит неко-
торому эллипсоиду

B =

{
x ∈ Rn :

n∑
j=1

bjx
2
j ⩽ 1

}
.
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Требуется восстановить решение в момент τ , 0 < τ < T1. Если через xj обозна-
чить координаты решения в момент времени T1, то условие принадлежности
точки x0 эллипсоиду будет означать, что

n∑
j=1

bje
−2λjT1x2

j ⩽ 1.

Таким образом, поставленная задача восстановления сводится к задаче, рас-
смотренной выше, для

W =

{
x ∈ ln2 :

n∑
j=1

νjx
2
j ⩽ 1

}
,

где νj = bje
−2λjT1 , j = 1, . . . , n.

Положим для x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

Tx = (eλ1(T1−τ)x1, . . . , e
λn(T1−τ)xn), Ix = (x1, . . . , xn).

Как и в общей постановке, всякий метод восстановления сопоставляет слу-
чайному вектору y ∈ Yδ(x) элемент из пространства Rn, принимаемый за при-
ближение к значению Tx. Для решения поставленной задачи восстановления
применим теорему 1.

Обозначим

γj =

√
νj

e−λj(T1−τ)
, ξj =

( j∑
k=1

νk

(
γj
γk

− 1

))1/2

, j = 1, . . . , n.

Будем считать, что γ1 ⩽ · · · ⩽ γn.

Теорема 4. Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некоторых 1 ⩽ s ⩽ n− 1 или 1/δ ∈
(ξn,+∞) (в этом случае считаем s = n). Тогда

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

e−2λk(T1−τ)

(
1− γk

γ1
(1− c1)

))1/2

,

где

c1 = 1−
δ2γ1

∑s
k=1(νk/γk)

1 + δ2
∑s

k=1 νk
, (4.5)

а метод

φ(y) =
s∑

k=1

(
(1− γk

γ1
(1− c1)

)
e−λk(T1−τ)ykek,

является оптимальным.

Рассмотрим задачу Коши для системы линейных однородных дифференци-
альных уравнений 

dx

dt
= Ax,

x(0) = x0,
(4.6)

где x(t) ∈ Rn, t ⩾ 0, и A = (aij), aij ∈ R.
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Предположим, что матрица A является самосопряженной,

λ1 > λ2 > · · · > λm

– собственные числа матрицы A и rk – кратность собственного числа λk, k =

1, . . . ,m. Обозначим через {ekj}rkj=1 ортонормированную систему векторов, со-
ответствующую собственному значению λk. Тогда система векторов

e11, . . . , e1r1 , . . . , em1, . . . , emrm

является ортонормированным базисом в Rn.
Пусть

x0 =

m∑
k=1

rk∑
j=1

ckjekj .

Тогда решение задачи (4.6) записывается в виде

x(t) =

m∑
k=1

eλkt
rk∑
j=1

ckjekj .

Предположим, что решение задачи (4.6) известно с некоторыми случайными
погрешностями в момент времени t = T1. Как и в общей постановке, всякий
метод восстановления сопоставляет случайному вектору y ∈ Yδ(x) элемент из
пространства Rn, принимаемый за приближение к значению Tx. Кроме того,
считается, что в начальный момент времени ∥x0∥ ⩽ R (∥ · ∥ – евклидова норма
в Rn). Требуется восстановить решение в момент τ , 0 < τ < T1. Если через xkj

обозначить координаты решения в момент времени T , то условие ∥x0∥ ⩽ R

будет означать, что
m∑

k=1

e−2λkT1

rk∑
j=1

x2
kj ⩽ R2.

Таким образом, поставленная задача восстановления сводится к задаче, рас-
смотренной выше, для

W =

{
x ∈ ln2 :

m∑
k=1

rk∑
j=1

νkjx
2
kj ⩽ 1

}
,

где νk = νkj = R−2e−2λkT1 , k = 1, . . . ,m,

Tx=(e−λ1(T1−τ)x11, . . . , e
−λ1(T1−τ)x1r1 , . . . , e

−λm(T1−τ)xm1, . . . , e
−λm(T1−τ)xmrm),

Ix = (x11, . . . , x1r1 , . . . , xm1, . . . , xmrm).

Положим

ξk = R−1

( k∑
j=1

rje
−2λjT1

(
e(λj−λk)τ − 1

))1/2

, k = 1, . . . ,m.
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Теорема 5. Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некоторых 1 ⩽ s ⩽ m− 1 или 1/δ ∈
(ξm,+∞) (в этом случае считаем s = m). Тогда

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

rke
−2λk(T1−τ)

(
1− e(λ1−λk)τ (1− c1)

))1/2

,

где

c1 = 1−
δ2R−2e−λ1τ

∑s
k=1 rke

(−2T1+τ)λk

1 + δ2R−2
∑s

k=1 rke
−2λkT1

, (4.7)

а метод

φ(y) =

s∑
k=1

(
e−λk(T1−τ) − eλ1τ−λkT1(1− c1)

) rk∑
j=1

ykjekj ,

является оптимальным.

§ 5. Восстановление тригонометрических полиномов

Обозначим через Tn – множество тригонометрических полиномов

pn(t) =
a0
2

+

n∑
j=1

(aj cos jt+ bj sin jt). (5.1)

Положим
T r
n = {pn(·) ∈ Tn : ∥p(r)n (·)∥L2(R) ⩽ 1, r ⩾ 1},

где T = [−π, π] с идентифицированными концами, а

∥x(·)∥L2(R) =

(
1

π

∫
T
|x(t)|2 dt

)1/2

.

Рассматривается задача о восстановлении k-й производной полинома из мно-
жества T r

n по его коэффициентам, известным со случайной ошибкой, при 0 ⩽
k < r. Сведем эту задачу к общей задаче (3.1). Множество T r

n представляет из
себя множество полиномов (5.1), для которых

n∑
j=1

j2r(a2j + b2j ) ⩽ 1.

Поэтому, положив

x = (a0, a1, b1, . . . , an, bn), W =

{
x ∈ R2n+1 :

n∑
j=1

j2r(a2j + b2j ) ⩽ 1

}
,

Ix = x, Tx =

(
a0√
2
χk, a1, b1, . . . , n

kan, n
kbn

)
, χk =

{
1, k = 0,

0, k ⩾ 1,

мы приходим к задаче (3.1). Надо отметить, что значения оператора T пред-
ставляют из себя коэффициенты разложения по ортонормированному базису(

a0√
2
, cos

(
t+

πk

2

)
, sin

(
t+

πk

2

)
, . . . , cos

(
nt+

πk

2

)
, sin

(
nt+

πk

2

))
.
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К поставленной задаче нельзя применить теорему 1, так как здесь ν1 =0.
В связи с этим приходится применять модифицированный вариант этой теоре-
мы. Рассмотрим множество W и оператор T для случая, когда ν1 = 0, а µ1 ⩾ 0.
Введем обозначения

γj =

√
νj

|µj |
, j = 2, . . . , n, ξj =

( j∑
k=2

νk

(
γj
γk

− 1

))1/2

, j = 2, . . . n.

Будем считать, что γ2 ⩽ · · · ⩽ γn.

Теорема 6. Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некотором 2 ⩽ s ⩽ n − 1 или 1/δ ∈
(ξn,+∞) (в этом случае считаем s = n). Тогда

E(T,W, I, δ) = δ

(
|µ1|2 +

s∑
k=2

|µk|2
(
1− γk(1− c2)

γ2

))1/2

,

где

c2 = 1−
δ2γ2

∑s
k=2(νk/γk)

1 + δ2
∑s

k=2 νk
, (5.2)

а метод

φ(y) = µ1y1e1 +

s∑
k=2

(
1− γk(1− c2)

γ2

)
µkykek

является оптимальным.

Доказательство. Те же рассуждения, которые использовались при оценке
снизу при доказательстве теоремы 1, приводят к неравенству (3.5).

При оценке сверху погрешности методов, имеющих вид

φ(y) =

n∑
j=1

αjyjej ,

снова получаем равенство

e2(T,W, I, δ, φ) = sup
x∈W

∥Tx− φ(Ix)∥2ln2 + δ2
n∑

j=1

|αj |2.

Но экстремальная задача

∥Tx− φ(Ix)∥2ln2 → max, x ∈ W,

в силу того, что ν1 = 0, переписывается теперь в виде
n∑

j=1

|µj − αj |2|xj |2 → max,

n∑
j=2

νj |xj |2 ⩽ 1.

При α1 ̸= µ1 значение задачи равно ∞. Поэтому в дальнейшем считаем, что
α1 = µ1. Из неравенства

n∑
j=2

|µj − αj |2|xj |2 =

n∑
j=2

|µj − αj |2

νj
νj |xj |2

⩽ max

{
|µ2 − α2|2

ν2
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

} n∑
j=2

νj |xj |2
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получаем

sup
x∈W

∥Tx− φ(Ix)∥2ln2 ⩽ max

{
|µ2 − α2|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

}
.

Таким образом,

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽ max

{
|µ2 − α2|2

ν2
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

}
+ δ2

n∑
j=1

|αj |2.

Положим
cj =

αj

µj
, j = 2, . . . , n.

Тогда для погрешность метода φ имеем

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽ max

{
|1− c2|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

}
+ δ2|µ1|2 + δ2

n∑
j=2

|µj |2|cj |2.

Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некотором 2 ⩽ s ⩽ n−1. Тогда нетрудно показать,
что выполняются неравенства

1

γs+1
⩽

δ2
∑s

k=2(νk/γk)

1 + δ2
∑s

k=2 νk
<

1

γs
.

Если определить c2 равенством (5.2), то

1

γs+1
⩽

1− c2
γ2

<
1

γs
.

Пусть

ck = 1− γk
1− c2
γ2

, k = 3, . . . , s, ck = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Имеем
(1− ck)

2

γ2
k

=
(1− c2)

2

γ2
2

, k = 3, . . . , s.

При k ⩾ s+ 1
(1− ck)

2

γ2
k

=
1

γ2
k

⩽
1

γ2
s+1

⩽
(1− c2)

2

γ2
2

.

Поэтому

max

{
|1− c2|2

γ2
2

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

}
=

(1− c2)
2

γ2
2

. (5.3)

Следовательно,

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽
(1− c2)

2

γ2
2

+ δ2|µ1|2 + δ2
s∑

k=2

|µk|2c2k.
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Используя преобразования, аналогичные (3.7), получаем

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽ δ2|µ1|2 + δ2
s∑

k=2

|µk|2ck.

Рассмотрим вектор τ̂ ∈ ln2 , имеющий вид

τ̂1 = τ1, τ̂2k = δ2
(

γ2
(1− c2)γk

−1

)
, k = 2, . . . , s, τ̂k = 0, k = s+1, . . . , n.

Имеем
n∑

k=2

νk τ̂
2
k = δ2

s∑
k=2

νk

(
γ2

(1− c2)γk
− 1

)
=

δ2γ2
1− c2

s∑
k=2

νk
γk

− δ2
s∑

k=2

νk

=

(
1 + δ2

s∑
k=2

νk

)
− δ2

s∑
k=2

νk = 1.

Таким образом, τ̂ ∈ W . Подставляя τ̂ (при τ1 ⩾ τ̂2) в оценку (3.5), получаем

E2(T,W, I, δ) ⩾
s∑

k=1

δ2|µk|2τ̂2k
δ2 + τ̂2k

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+

s∑
k=2

δ4|µk|2(γ2/((1− c2)γk)− 1)

δ2γ2/((1− c2)γk)

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+ δ2
s∑

k=2

|µk|2
(
1− (1− c2)γk

γ2

)
=

δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+ δ2
s∑

k=1

|µk|2ck.

Устремляя τ1 к бесконечности, получаем

E2(T,W, I, δ) ⩾ δ2|µ1|2 + δ2
s∑

k=1

|µk|2ck ⩾ e2(T,W, I, δ, φ).

Отсюда следует, что метод φ является оптимальным.
Пусть теперь 1/δ > ξn. Тогда

δ2
∑n

k=2(νk/γk)

1 + δ2
∑n

k=2 νk
<

1

γn
.

Положим

c2 = 1− γ2
δ2

∑n
k=2(νk/γk)

1 + δ2
∑n

k=2 νk
.

Тогда
1− c2
γ2

<
1

γn
.

Пусть

ck = 1− γk
1− c2
γ2

, k = 3, . . . , n.

Имеем
(1− ck)

2

γ2
k

=
(1− c2)

2

γ2
2

, k = 3, . . . , n.
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Тем самым, как и в предыдущем случае, справедливо равенство (5.3). Исполь-
зуя преобразования, аналогичные (3.7) для s = n, получаем

e2(T,W, I, δ, φ) ⩽ δ2|µ1|2 + δ2
n∑

k=2

|µk|2ck.

Рассмотрим вектор τ̂ ∈ ln2 , имеющий вид

τ̂1 = τ1, τ̂2k = δ2
(

γ2
(1− c2)γk

− 1

)
, k = 2, . . . , n.

Имеем
n∑

k=2

νk τ̂
2
k = δ2

n∑
k=2

νk

(
γ2

(1− c2)γk
− 1

)
=

δ2γ2
1− c2

n∑
k=2

νk
γk

− δ2
n∑

k=2

νk

=

(
1 + δ2

n∑
k=2

νk

)
− δ2

n∑
k=2

νk = 1.

Таким образом, τ̂ ∈ W . Подставляя τ̂ (при τ1 ⩾ τ̂2) в оценку (3.5), получаем

E2(T,W, I, δ) ⩾
n∑

k=1

δ2|µk|2τ̂2k
δ2 + τ̂2k

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+

n∑
k=2

δ4|µk|2(γ2/((1− c2)γk)− 1)

δ2γ2/((1− c2)γk)

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+ δ2
n∑

k=2

|µk|2
(
1− (1− c2)γk

γ2

)

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+ δ2
n∑

k=1

|µk|2ck.

Устремляя τ1 к бесконечности, получаем

E2(T,W, I, δ) ⩾ δ2|µ1|2 + δ2
n∑

k=1

|µk|2ck ⩾ e2(T,W, I, δ, φ).

Отсюда следует, что метод φ является оптимальным.
Теорема 6 доказана.

Применим полученную теорему для решения поставленной задачи. Обозна-
чим

ξj =

(
2

j∑
l=2

(l − 1)r+k((j − 1)r−k − (l − 1)r−k)

)1/2

, j = 2, . . . , n+ 1.

Теорема 7. Пусть 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] при некотором 2 ⩽ s ⩽ n или 1/δ ∈
(ξn+1,+∞) (в этом случае считаем s = n+ 1). Тогда

E(T,W, I, δ) = δ

(
χ2
k

2
+ 2

s∑
l=2

(
(l − 1)2k − (l − 1)r+k(1− c2)

))1/2

,
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где

c2 = 1−
2δ2

∑s
l=2(l − 1)r+k

1 + 2δ2
∑s

l=2(l − 1)2r
, (5.4)

а метод

φ(y) =
ã0√
2
χk +

s∑
l=2

(
1− (l − 1)r−k(1− c2)

)
×
(
(l − 1)kãl−1 cos

(
(l − 1)t+

πk

2

)
+ (l − 1)k b̃l−1 sin

(
(l − 1)t+

πk

2

))
является оптимальным, где y = (ã0, ã1, b̃1, . . . , ãn, b̃n).
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