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1 Ââåäåíèå

Ïðàêòè÷åñòêàÿ äåÿòåëüíîñòü ÷åëîâåêà çà÷àñòóþ ñâÿçàííà ñ òåì, ÷òî îí âûíóæäåí ñó-

äèòü îá èçó÷àåìûõ îáúåêòàõ ïî íåòî÷íîé è/èëè íåïîëíîé èíôîðìàöèè î íèõ. Ïðè âîñ-

ñòàíîâëåíèè îáúåêòà ïî òàêîé èíôîðìàöèè îáû÷íî âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü. Îäíà-

êî ïðè âîññòàíîâëåíèè îáúåêòà ìîæíî ïîñòàðàòüñÿ ìàêñèìàëüíî ïîëíî èñïîëüçîâàòü

äîñòóïíóþ èíôîðìàöèþ, òåì ñàìûì ñóæàÿ ãðàíèöû íåîïðåäåëåííîñòè èçó÷àåìîãî îáú-

åêòà.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò Ï.Ë. ×åáûøåâà âòî-

ðîé ïîëîâèíû 19 âåêà. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ òå èëè

èíûå (äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûå) èäåè, à çàòåì ïîëó÷åííûé àëãîðèòì èññëåäóåòñÿ íà

ñõîäèìîñòü, óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê íåòî÷íûì äàííûì è ò.ä. Â øåñòèäåñÿòûõ

ãîäàõ 20 âåêà âîçíèêëà íîâàÿ ïîñòàíîâêà - çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëè-

íåéíîãî ôóíêöèîíàëà èëè îïåðàòîðà íà êëàññå ýëåìåíòîâ ïî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè.

Ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ èíîé ïîäõîä. Ïîëüçóÿñü íåêîòîðîé àïðèîðíîé

èíôîðìàöèåé î ïðèíàäëåæíîñòè âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè ê íåêîòîðîìó êëàññó ýëå-

ìåíòîâ è ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ, íàõîäèòñÿ íàèëó÷øèé (â íåêîòîðîì

ñìûñëå) ìåòîä.

Èíôîðìàöèþ, êîòîðîé ìû ðàñïîëîãàåì ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà:

"ãëîáàëüíàÿ"è "ëîêàëüíàÿ". Ãëîáàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îáûêíîâåííî îïèñûâàåò êëàññ

ôóíêöèé, â òî âðåìÿ êàê ëîêàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèò íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè

ôóíêöèè (òàêèå êàê åå çíà÷åíèÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà èëè Ôó-

ðüå è ò.ä.) è ìîæåò áûòü çàäàíà êàê òî÷íî, òàê è ñ îøèáêàìè. Ïî äàííûì äâóì òèïàì

èíôîðìàöèè è ñòðîèòñÿ ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Âïåðâûå ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Ñìî-

ëÿêà Ñ.À. [5] Äàííàÿ ïðîáëåìàòèêà ïîëó÷èëà áîëüøîå ðàçâèòèå, ïðèìåðàìè êîòîðîãî

ìîãóò ñëóæèòü çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïî å¼ çíà÷åíèÿì â

äðóãèõ òî÷êàõ èëè ïî å¼ êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè â òî÷êå ïî å¼ ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì â äðóãèõ òî÷êàõ èëè ïî å¼ ïðèáëèæåí-

íûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå è äðóãèå çàäà÷è, ðàññìîòðåííûå â ñòàòüå Ìàãàðèë-Èëüÿåâà

Ã.Ã, Îñèïåíêî Ê.Þ è Òèõîìèðîâà Â.Ì. [6]
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Tn = [−π, π]n � n-ìåðíûé òîð, ðåàëèçîâàííûé êàê ïðîèçâåäåíèå n îòðåçêîâ ñ

îòîæäåòâëåííûìè êîíöàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(Tn) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f(·), äëÿ
êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

||f(·)||L2(Tn) =

 1

(2π)n

∫
Tn

|f(x1, . . . , xn)|2dx1 . . . dxn

 1
2

.

Ïðîñòðàíñòâî ÑîáîëåâàWn
2 (Tn) - ýòî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé f(·) ∈ L2(Tn), ó êîòîðûõ

âñå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà n,
∂nf

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

, α1+ ...+αn = n, òàêæå ïðèíàäëåæàò L2(Tn)

â îáîáùåííîì ñìûñëå. (Ïðîèçâîäíàÿ
∂nf

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

ïðèíàäëåæèò L2(Tn) â îáîùåííîì

ñìûñëå, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g(·) ∈ L2(Tn), ÷òî∫
Tn

f(x1, ..., xn)
∂nϕ

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

dx1...dxn = (−1)n
∫
Tn

g(x1, ..., xn)ϕ(x1, ..., xn)dx1...dxn

äëÿ âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ϕ(·) íà Tn)

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç Wn
2 (Tn) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå:

f(x1, . . . , xn) =
∑

k1,...,kn∈Z

ck1,...,kn · ei(k1x1+...+knxn),

ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

ck1,...,kn =
1

(2π)n

∫
Tn

f(x1, . . . , xn)e
−i(k1x1+...+knxn)dx1 . . . dxn.

Êëàññ W n
2 (Tn) - ýòî ôóíêöèè f(·) ∈ Wn

2 (Tn), êîòîðûå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â ñðåä-

íåì ðàâíû 0 (ò.å. ck1,...,kn = 0, åñëè k1 · . . . · kn = 0 ) è òàêèå ÷òî

1

(2π)n

∫
Tn

(
∂nf

∂x1 . . . ∂xn

)2

dx1 . . . dxn 6 1.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f(·) èç êëàññà W n
2 (Tn)

ïî íàáîðó åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ck1,...,kn(f) çàäàííûõ òî÷íî ñ ôèêñèðîâàííûìè íî-

ìåðàìè â ìåòðèêå L2(Tn). Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïóñòü C - ôèêñèðîâàííûé íàáîð âåêòîðîâ

(k1, . . . , kn) ∈ Zn è card(C) = N. Î êàæäîé ôóíêöèè f(·) ∈ W n
2 (Tn) íàì èçâåñòû N

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ck1,...,kn ñ íîìåðàìè (k1, . . . , kn) ∈ C. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû

õîòèì íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f(·) â ìåòðèêå L2(Tn).
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Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ - ýòî ëþáîå îòîáðàæåíèå m : RN → L2(Tn). Ïîãðåøíîñòüþ

òàêîãî ìåòîäà íàçîâåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

e(W n
2 (Tn), IC ,m) = sup

f(·)∈Wn
2 (Tn)

||f(·)−m(ICf)(·)||L2(Tn),

ãäå (ICf)(·) = {ck1,...,kn(f)}(k1,...,kn)∈C . Èùåòñÿ òàêîé ìåòîä, ÷òîáû ýòà ïîãðåøíîñòü áûëà

ìèíèìàëüíîé, òî åñòü, ÷òîáû îíà ñîâïàäàëà ñ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ:

E(W n
2 , IC) = inf

m:RN→L2(Tn)
e(W n

2 (Tn), IC ,m).

Ìåòîä m̃, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàçîâåì îïòèìàëüíûì:

e(W n
2 (Tn), IC , m̃) = E(W n

2 , δ).
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3 Òåîðåìà

Ïóñòü C - êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Zn. Òîãäà

E(W n
2 (Tn), IC) =

√
1

a(C)
,

ãäå a(C) = min{a > 0 : a 6 k21· . . . ·k2n, (k1, . . . , kn) ∈ Zn\C} è ìåòîä

m(IC)(x1, . . . , xn) =
∑

(k1,...,kn)∈C:
k21 ...k

2
n<a

ck1,...,kne
i(k1x1+···+knxn)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü

íå âñå äîñòóïíûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, à òîëüêî òå, èíäåêñû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâó k21 . . . k
2
n < a(C).
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4 Îöåíêà ñíèçó

Ñíà÷àëà íàéäåì îöåíêó ñíèçó íà ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü

m : RN → L2(Tn)− ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è f0(·) ∈ W n
2 (Tn), ICf0 = 0.

Èìååì

2||f0(·)||L2(Tn) = ||f0(·)−m(ICf0)− (−f0(·)−m(−ICf0))||L2(Tn) 6

6 ||f0(·)−m(ICf0)||L2(Tn) + || − f0(·)−m(−ICf0)||L2(Tn).

Òàê êàê −f0(·) ∈ W n
2 (Tn), òî ïî îïðåäåëåíèþ, ïîãðåøíîñòü e(W n

2 (Tn), IC ,m) ìåòîäà

m íå ìåíüøå, ÷åì ||f0(·)−m(ICf0)||L2(Tn) è || − f0(·)−m(ICf0)||L2(Tn). Ïîëó÷àåì, ÷òî

e(W n
2 (Tn), IC ,m) > ||f0(·)||L2(Tn).

Ïåðåõîäÿ ñïðàâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì f0(·) èç W n
2 (Tn), äëÿ êîòîðîé ICf0 = 0, òî

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà m ïîëó÷àåì:

e(W n
2 (Tn), IC ,m) > sup

f(·)∈Wn
2 (Tn),

ICf=0

||f(·)||L2(Tn).

Íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ìåòîäà, à çíà÷èò òàêæå áóäåò âåðíî:

E(W n
2 (Tn), IC) > sup

f(·)∈W 2
2 (Tn),

ICf=0

||f(·)||L2(Tn). (*)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé îöåíêè ñíèçó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

îñòàåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå âåðõíåé ãðàíè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Äëÿ ÷åãî ðàññìîò-

ðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî êâàäðàòó âåëè÷èíû ñïðàâà â (*):

||f(·)||2L2(Tn) → max, f(·) ∈ W n
2 (Tn), ICf = 0. (**)

Cîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ

||f(·)||2L2(Tn) =
∑

k1,...,kn∈Z

|ck1,...,kn|2

âûðàæåíèå
1

(2π)n

∫
Tn

(
∂nf

∂x1 . . . ∂xn

)2

dx1 . . . dxn 6 1

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ∑
k1,...,kn∈Z

k21 . . . k
2
n |ck1,...,kn|2 6 1.
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Òîãäà ìîæåì ïåðåïèñàòü ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (**) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∑
k1,...,kn∈Z

|ck1,...,kn|2 → max,
∑

k1,...,kn∈Z

k21 . . . k
2
n |ck1,...,kn|2 6 1, ck1,...,kn = 0, ïðè (k1, . . ., kn) ∈ C.

Íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ k21· . . . ·k2n íà ìíîæåñòâå k1, . . . , kn ∈ Zn\C.
Ïóñòü îíî äîñòèãàåòñÿ ïðè k1 = k̃1, . . . , kn = k̃n, òàêæå îáîçíà÷èì a = a(C) = k̃1

2
· . . . ·k̃n

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, a 6 k21· . . . ·k2n äëÿ ëþáîãî (k1, . . . , kn) ∈ Zn\C.
Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:∑
k1,...,kn∈Zn\C

|ck1,...,kn|2 =
∑

k1,...,kn∈Z\C

k21 . . . k
2
n

k21 . . . k
2
n

|ck1,...,kn|2 6
1

a

∑
k1,...,kn∈Zn\C

k21 . . . k
2
n |ck1,...,kn|2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(·) ∈ W n
2 (Tn) èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó:∑

k1,...,kn∈Zn\C

|ck1,...,kn|2 6
1

a
.

Íàéäåííàÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè f̃(x1, . . . , xn) =
1√
a
ei(k̃1x1+...+k̃nxn), òàê êàê

||f̃(·)||L2(Tn) =
1√
a
. Òî åñòü çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (**) ðàâíî

1

a
.

Ñ ó÷åòîì (*) ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

íàéäåíà:

E(W n
2 (Tn), IC) >

1

a(C)
. (***)

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåí ïðèìåð a = k̃1
2
· k̃2

2

Ðèñ. 1: ñëó÷àé n = 2 è N = 16.
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5 Îöåíêà ñâåðõó

Âûáåðåì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóþùèé ìåòîä:

m(IC)(x1, . . . , xn) =
∑

(k1,...,kn)∈C:
k21 ...k

2
n<a

ck1,...,kne
i(k1x1+...+knxn).

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, äëÿ âñåõ f(·) ∈ W n
2 (Tn) ïîëó÷àåì:

||f(·) − m(ICf)(·)||2L2(Tn) =
∑

k21 ...k
2
n>a

|ck1,...,kn|2 6
1

a

∑
k21 ...k

2
n>a

(k21· . . . ·k2n) |ck1,...,kn|2

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè f(·) èç êëàññà W n
2 (Tn), òî∑

k21 ...k
2
n>a

(k21· . . . ·k2n) |ck1,...,kn|2 6 1

è òåì ñàìûì

||f(·)−m(ICf)(·)||2L2(Tn) 6
1

a
.

Ïåðåõîäÿ ê âåðõíåé ãðàíè, ïîëó÷àåì

e(W n
2 (Tn), IC ,m) 6

√
1

a(C)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(W n
2 (Tn), IC) 6

√
1

a
=

√
1

k̃1
2
. . . k̃n

2

.

Âìåñòå ñ îöåíêîé (***) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ îøèáêè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(W n
2 (Tn), IC) =

√√√√ 1

a(C)

Îòñþäà ñëåäóåò íóæíîå âûðàæåíèå äëÿ E(W n
2 (Tn), IC) è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà, óêà-

çàííîãî â òåîðåìå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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6 Âûáîð êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü èìååòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç íà-

øåãî êëàññà èçìåðèòü å¼ N êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñ ôèêñèðîâàííûìè íîìåðàìè, òî

åñòü ñ íîìåðàìè èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà C ∈ Zn, cardC = N.

Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ, êàê íóæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî C, cardC = N, ÷òîáû ïîãðåø-

íîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ áûëà ìèíèìàëüíîé ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ.

Òàêîå ìíîæåñòâî íàçîâåì îïòèìàëüíûì.

Ïóñòü C ∈ Zn òàêîå, ÷òî cardC = N. Ïîëîæèì a(C) = min{a > 0 : a 6 k21· . . . ·k2n,
(k1, . . . , kn) ∈ Zn\C}.

Òîãäà, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî C áóäåò îïòèìàëüíûì, åñëè íà íåì äîñòèãàåòñÿ âåëè÷èíà

a(N) = max{ a(C) : C ⊂ Zn, cardC = N }.

Âèä òàêîãî ìíîæåñòâà äëÿ n = 2 è N = 20 èçîáðàæåí íà ðèñóíêå

Ðèñ. 2: n = 2 è N = 20

Â äàííîì ïðèìåðå ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðàâíà 1
4
.
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