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Рассматривается задача оптимального восстановления гармони-
ческой в шаре функции по ее неточно заданному преобразованию
Радона. Найдена погрешность оптимального восстановления и се-
мейство оптимальных методов, на которых эта погрешность дости-
гается.
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1. Введение. Общая постановка задачи оптимального восстановления, которая
исследуется в работах [1]-[3], состоит в восстановлении значения линейного опера-
тора U на некотором классе в линейном пространстве X по значениям линейного
оператора I (называемого информационным), возможно заданным неточно, с по-
грешностью в той или иной метрике. В конкретных задачах (начиная с [4] и недав-
них [5]-[8]) в качестве информации рассматриваются линейные функционалы и опе-
раторы, сопоставляющие функции ее значения на наборе точек, ее коэффициенты
Фурье или преобразование Фурье. В данной работе рассматривается преобразова-
ние Радона - оператор, переводящий функцию на Rd в множество ее интегралов по
гиперплоскостям в Rd. Этот оператор подробно изучается в теории компьютерной
томографии, которая занимается численным восстановлением функций по их ли-
нейным или плоскостным интегралам. Для определенного пространства функций
(см. [9]) в случае, если преобразование Радона известно точно, существуют точные
формулы обращения, позволяющие произвести однозначное восстановление. Мы
рассматриваем случай, когда преобразование Радона измерено неточно, но с извест-
ной погрешностью δ. В теории оптимального восстановления подобные операторы
рассматривались ранее в [2] (пример 3.2), где для функции на R2 известны интегра-
лы вдоль прямых, проходящих в некотором конечном числе направлений, а также
в работе [10], где рассматривается оператор радиального интегрирования, значение
которого известно с погрешностью.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю, Осипенко К.Ю.
за всестороннюю поддержку во время написания работы.

c⃝ Т. Э. Баграмян, 1966
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2 Т.Э. БАГРАМЯН

2. Постановка задачи и формулировка результата. Рассмотрим простран-
ство Харди h2 гармонических в шаре Bd = {x ∈ Rd : |x| < 1}, d > 2, функций, для
которых конечна норма

∥f∥h2 = sup
06r<1

(∫
Sd−1

|f(rφ)|2
)1/2

dφ,

Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1}.

Через Bh2 обозначим класс функций f ∈ h2, таких что ∥f∥h2
6 1. Продолжим

функции f ∈ Bh2 на Rd, положив f(x) = 0, |x| > 1. Определим преобразование
Радона

Rf(θ, s) =

∫
xθ=s

f(x)dx, θ ∈ Sd−1, s ∈ R.

Функция Rf определена на единичном цилиндре Z = Sd−1 × R. Гильбертово про-
странство L2(Z) задается скалярным произведением

(g, h)L2(Z) =

∫
Sd−1

∫
R
g(θ, s)h(θ, s)dsdθ.

Предположим, что функция Rf известна с некоторой погрешностью. Будем счи-
тать, что нам известна функция g ∈ L2(Z), такая что

||Rf − g||L2(Z) 6 δ, δ > 0.

Задача состоит в нахождении оптимального метода восстановления функции f по
информации g. Под методом восстановления понимается произвольное отображение
m : L2(Z) → L2(Bd), а погрешностью метода называется величина

e(δ,m) = sup
f∈Bh2,g∈L2(Z)
∥Rf−g∥L2(Z)6δ

||f −m(g)||L2(Bd).

Погрешностью оптимального восстановления называется наименьшая из погрешно-
стей всех возможных методов

E(δ) = inf
m:L2(Z)→L2(Bd)

e(δ,m).

Метод, на котором достигается погрешность оптимального восстановления, называ-
ется оптимальным методом восстановления.

Рассмотрим множество сферических гармоник — ограничений однородных гар-
монических полиномов на сферу Sd−1. Сферические гармоники разных степеней
ортогональны между собой в L2(S

d−1). Существует N(l) линейно независимых сфе-
рических гармоник степени l, где

N(l) =
(2l + d− 2)(d+ l − 3)!

l!(d− 2)!
, l > 1,

N(0) = 1.
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Обозначим через Y lk(θ), k = 1, . . . , N(l) элементы ортонормированного базиса
пространства сферических гармоник степени l. Рассмотрим множество точек
{(xl, yl)}l=0,1,..., заданное формулами

xl =
Γ2(d+1

2 )Γ(d+ l + 1
2 )

πd−1Γ(d)Γ(l + 1
2 )

, yl =
xl

2l + d
.

Пусть xs < δ−2 6 xs+1, s > 0, тогда положим

λ̂1 =
ys+1 − ys
xs+1 − xs

, λ̂2 =
ysxs+1 − ys+1xs

xs+1 − xs
. (2.1)

Если δ−2 6 x0, положим
λ̂1 =

y0
x0
, λ̂2 = 0.

В следующей теореме дается решение поставленной задачи об оптимальном восста-
новлении функций из Bh2 по их неточно заданному преобразованию Радона.

Теорема 1. Погрешность оптимального восстановления равна

E(δ) =

√
λ̂1 + λ̂2δ2.

Методы

ma(g)(x) =

∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

akl
(ĝkl, ψl)

(ψl, ψl)
|x|lY lk

(
x

|x|

)
, (2.2)

где
gkl(s) =

∫
Sd−1

g(θ, s)Y lk(θ)dθ,

ψl(σ) = (2π)(d−1)/2i−lσ−d/2Jl+d/2(σ),

Jl - функция Бесселя 1-го рода l-го порядка,

akl =
λ̂2

λ̂1xl + λ̂2
+ ϵkl

√
λ̂1λ̂2(2l + d)

λ̂1xl + λ̂2

√
λ̂1xl + λ̂2 −

xl
2l + d

, (2.3)

ϵkl — произвольные числа из отрезка [−1; 1], являются оптимальными.

Набор akl является фильтром, определяющим значение гармоник в восстановле-
нии функции f . В зависимости от δ коэффициенты некоторых гармоник можно
положить равными 0, а некоторых 1, т.е. некоторые гармоники можно не учиты-
вать, а другие не нуждаются в фильтрации. Например, при δ > 1/

√
x0 погрешность

оптимального восстановления становится равной
√

1/d, а оптимальным является
метод m0(g)(x) = 0, где все коэффициенты akl равны нулю. Соотношение между
объемом полезной информации и погрешностью, с которой она задана, дает

Следствие 1. В условиях теоремы 1 методы

ma(g)(x) =
∑
l<l′

N(l)∑
k=1

(ĝkl, ψl)

(ψl, ψl)
|x|lY lk

(
x

|x|

)
+

∑
l′<l<l′′

N(l)∑
k=1

akl
(ĝkl, ψl)

(ψl, ψl)
|x|lY lk

(
x

|x|

)
,



4 Т.Э. БАГРАМЯН

где

l′ = max{l|yl 6 λ̂2}, l′′ = min

{
l|l > 1− λ̂1d

2λ̂1

}
,

являются оптимальными.

Из следствия следует, что начиная с некоторой степени, все гармоники больших
степеней не влияют на погрешность оптимального восстановления и их можно зану-
лить, а некоторое число первых гармоник не нужно фильтровать. С ростом δ число
ненулевых коэффициентов гармоник уменьшается, пока они все не обнуляются при
δ > 1/

√
x0. При уменьшении δ увеличивается чило гармоник, не нуждающихся в

фильтрации, а оптимальный метод переходит в точную формулу восстановления

m(g)(x) =

∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

(ĝkl, ψl)L2(R)

(ψl, ψl)L2(R)
|x|lY lk

(
x

|x|

)
.

3. Доказательства. Сформулируем ряд понятий и утверждений, необходимых
для доказательства основной теоремы. Введем обозначения

(f, g) =

∫
R
f(σ)ḡ(σ)dσ,

Rθf(s) = Rf(θ, s)

и
f̂(ξ) = (2π)−d/2

∫
Rd

e−ixξf(x)dx

- преобразование Фурье функции f . Следующее утверждение (т.н. проекционная
теорема) устанавливает связь между преобразованием Радона функции f и ее пре-
образованием Фурье ([9]).

Теорема 2.
(̂Rθf)(σ) = (2π)(d−1)/2f̂(σθ), σ ∈ R.

Рассмотрим нормализованные полиномы Гегенбауэра Cλl , λ > − 1
2 , степени l, ко-

торые являются ортогональными на отрезке [−1, 1] с весовой функцией (1− t2)λ−1/2

и Cλl (1) = 1. Основным инструментом при рассмотрении сферических гармоник для
нас является теорема Функа-Хекке ([9])

Теорема 3. Для функции f , интегрируемой на отрезке [−1, 1],∫
Sd−1

f(θω)Yl(ω)dω = c(d, l)Yl(θ),

c(d, l) = |Sd−2|
∫ 1

−1

f(t)C
(d−2)/2
l (t)(1− t2)(d−3)/2dt,

где |Sd−2| - площадь поверхности сферы Sd−2.

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы.
Рассмотрим двойственную задачу

∥f∥2L2(Bd) → max, ∥f∥2h2
6 1, ∥Rf∥2L2(Z) 6 δ2.
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Ее решение дает оценку снизу для квадрата погрешности оптимального восстанов-
ления в силу следующей цепочки неравенств (в которой m — произвольный метод)

E(δ) > sup
f∈Bh2,g∈L2(Z)
∥Rf−g∥L2(Z)6δ

∥m(g)− f∥L2(Bd) > sup
f∈Bh2

∥Rf∥L2(Z)6δ

∥m(0)− f∥L2(Bd) >

sup
f∈Bh2

∥Rf∥L2(Z)6δ

∥m(0)− f∥L2(Bd) + ∥ −m(0)− f∥L2(Bd)

2
> sup

f∈Bh2

∥Rf∥L2(Z)6δ

∥f∥L2(Bd).

Найдем решение двойственной задачи. Для функции f ∈ Bh2 имеет место пред-
ставление (см. [13])

f(x) =
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

fkl|x|lY lk
(
x

|x|

)
, 0 6 |x| < 1.

Пользуясь им и равенством Парсеваля, получим

∥f∥2L2(Bd) =
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

|fkl|2

2l + d
, ∥f∥2h2

=
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

|fkl|2.

Далее,

∥Rf∥2L2(Z) =

∫
Sd−1

∫
R
|Rf(θ, s)|2dsdθ =

∫
Sd−1

∫
R
|R̂θf(σ)|2dσdθ

=

∫
Sd−1

∫
R
(2π)d−1|f̂(σθ)|2dσdθ =

∫
Sd−1

∫
R
(2π)d−1

∣∣∣∣(2π)−d/2 ∫
Rd

e−ix·σθf(x)dx

∣∣∣∣2 dσdθ
=

∫
Sd−1

∫
R

∣∣∣∣∣∣
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

fkl(2π)
−1/2

∫ 1

0

rd−1+l

∫
Sd−1

e−irσφ·θY lk(φ)dφdr

∣∣∣∣∣∣
2

dσdθ,

где мы использовали теорему 2 и выполнили замену x = rφ, r ∈ [0, 1], φ ∈ Sd−1.
По теореме 3, имеем∫

Sd−1

e−irσφ·θY lk(φ)dφ = |Sd−2|
∫ 1

−1

e−irσtC
(d−2)/2
l (t)(1− t2)(d−3)/2dtY lk(θ).

Обозначим

ψl(σ) = (2π)−1/2

∫ 1

0

rd−1+l|Sd−2|
∫ 1

−1

e−irσtC
(d−2)/2
l (t)(1− t2)(d−3)/2dtdr,

тогда

∥Rf∥2L2(Z) =

∫
Sd−1

∫
R

∣∣∣∣∣∣
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

fklψl(σ)Y
l
k(θ)

∣∣∣∣∣∣
2

dσdθ.

Функции Y lk образуют ортонормированный базис в L2(Sd−1), поэтому, применяя
равенство Парсеваля, получим

∥Rf∥2L2(Z) =
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

|fk,l|2
∫
R
|ψl(σ)|2dσ =

∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

|fk,l|2(ψl, ψl).
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Вводя обозначения bl =
∑N(l)
k=1 |fkl|2 и x−1

l = (ψl, ψl), запишем двойственную задачу
в виде

∞∑
l=0

bl
2l + d

→ max,

∞∑
l=0

bl 6 1,

∞∑
l=0

bl
xl

6 δ2, bl > 0. (3.1)

Функция Лагранжа этой задачи имеет вид

L(b, λ1, λ2) = −λ1 − λ2δ
2 +

∞∑
l=0

bl
xl

(λ1xl + λ2 − yl) , yl =
xl

2l + d
.

Рассмотрим множество {(xl, yl)|l = 0, 1 . . . }. Для описания его свойств, преобразуем
выражения для xl и yl, вычислив соответствующие интегралы. Начнем с ψl(σ). Для
вычисления внутреннего интеграла воспользуемся соотношениями∫ 1

−1

(1− t2)λ−1/2eiσtCλl (t)dt =
π21−λΓ(2λ)

Γ(λ)
ilσ−λJl+λ(σ)

(формула 7.321 из [11], поделенная на Γ(2λ+l)
l!Γ(2λ) с учетом нормализации полиномов

Гегенбауэра) и Jl(−σ) = (−1)lJl(σ). Получим∫ 1

−1

e−irσtC
(d−2)/2
l (t)(1− t2)(d−3)/2dt =

π21−(d−2)/2Γ(d− 2)

Γ(d−2
2 )

i−l(rσ)
2−d
2 Jl+ d−2

2
(rσ).

Подставляя |Sd−2| = 2π(d−1)/2

Γ( d−1
2 )

и Γ(z)Γ(z + 1
2 ) = 21−2z

√
πΓ(2z), имеем

|Sd−2|π2
1−(d−2)/2Γ(d− 2)

Γ(d−2
2 )

=
2π(d−1)/2

Γ(d−1
2 )

π21−(d−2)/2Γ(d− 2)

Γ(d−2
2 )

=
22−(d−2)/2π(d−1)/2+1Γ(d− 2)

21−(d−2)
√
πΓ(d− 2)

= (2π)d/2.

Откуда

ψl(σ) = i−l(2π)
d−1
2 σ

2−d
2

∫ 1

0

r
d
2+lJl+ d−2

2
(rσ)dr.

Используем следующее свойство функций Бесселя xlJl−1(x) = d
dx (x

lJl(x)). Таким
образом

ψl(σ) = i−l(2π)
d−1
2 σ

2−d
2

1

σd/2+l+1

∫ σ

0

Jl+d/2−1(t)t
d/2+ldt

= i−l(2π)
d−1
2 σ

2−d
2

1

σd/2+l+1

∫ σ

0

d
(
Jl+d/2(t)t

d/2+l
)
= i−l(2π)

d−1
2 σ

2−d
2
Jl+d/2(σ)

σ

= i−l(2π)
d−1
2 σ

−d
2 Jl+d/2(σ).

Возвращаясь к xl, получим

x−1
l = (ψl, ψl) = (2π)d−1

∫
R

|Jl+d/2(σ)|2

|σ|d
dσ = (2π)d−12

∫ ∞

0

|Jl+d/2(σ)|2

|σ|d
dσ.
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Воспользуемся соотношением (30) пункта 7.7 из [12]∫ ∞

0

Jµ(at)Jv(at)t
−ρdt =

(a2 )
ρ−1Γ(ρ)Γ(v+µ+1−ρ

2 )

2Γ( 1+v−µ+ρ2 )Γ( 1+v+µ+ρ2 )Γ( 1+µ−v+ρ2 )
,

Re(v + µ+ 1) > Re ρ > 0, a > 0.

Положив µ = v = l + d/2, a = 1, ρ = d, получим

x−1
l = (2π)d−12

∫ ∞

0

|Jl+d/2(σ)|2

|σ|d
dσ =

(π)d−1Γ(d)Γ(l + 1
2 )

Γ2(d+1
2 )Γ(d+ l + 1

2 )
.

Заметим, что xl → ∞ и yl → ∞. А также, для всех l > 1 выполнено неравенство

yl+1 − yl
xl+1 − xl

6
yl − yl−1

xl − xl−1
.

Для доказательства используем известное свойство гамма функции Γ(l+1) = lΓ(l).
Имеем

xl+1 =
(l + d+ 1

2 )

(l + 1
2 )

xl.

Тогда
yl+1 − yl
xl+1 − xl

=
l(2d− 2) + d2 − 1

d(2l + 2 + d)(2l + d)
.

Нетрудно убедиться, что эта величина монотонно убывает. Отсюда следует, что
любая прямая, соединяющая соседние точки множества {(xl, yl)|l = 0, . . .} является
опорной к этому множеству. В частности, это верно для прямой, соединяющей точки
(xs, ys) и (xs+1, ys+1), которая имеет вид y = λ̂1x+ λ̂2, где λ̂1, λ̂2 определены в (2.1).
В случае δ−2 6 x0 рассмотрим прямую y = y0

x0
x, соединяющую точки (0, 0) и (x0, y0),

и положим λ̂1 = y0
x0

, λ̂2 = 0. Тогда для всех l = 0, . . . выполнено λ̂1xl + λ̂2 − yl > 0 и
L(b, λ̂1, λ̂2) > −λ̂1 − λ̂2δ

2. Рассмотрим элемент b̂ = (b0, b1, . . . ),

b̂i =


0, i /∈ {s, s+ 1},
xs

δ2xs+1−1
xs+1−xs

, i = s,

xs+1
1−δ2xs

xs+1−xs
, i = s+ 1.

Элемент b̂ допустим в (3.1), удовлетворяет условиям дополняющей нежесткости

λ̂1

( ∞∑
l=0

b̂l − 1

)
+ λ̂2

( ∞∑
l=0

b̂l
xl

− δ2

)
= 0

и доставляет минимум функции Лагранжа

min
b
L(b, λ̂1, λ̂2) = L(̂b, λ̂1, λ̂2) = −

∞∑
l=0

b̂l
2l + d

= −λ̂1 − λ̂2δ
2.

В силу того, что λ̂1, λ̂2 > 0, верно неравенство

L(b, λ̂1, λ̂2) 6 −
∞∑
l=0

bl
2l + d

,
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откуда

min
bl>0

L(b, λ̂1, λ̂2) 6 min
bl>0∑∞
l=0 bl61∑∞

l=0

bl
xl

6δ2

−
∞∑
l=0

bl
2l + d

.

Но, из того, что b̂ минимизирует функцию Лагранжа и удовлетворяет условиям
дополняющей нежесткости следует

min
bl>0

L(b, λ̂1, λ̂2) = L(̂b, λ̂1, λ̂2) = −
∞∑
l=0

b̂l
2l + d

.

Таким образом,

−
∞∑
l=0

b̂l
2l + d

6 min
bl>0∑∞
l=0 bl61∑∞

l=0

bl
xl

6δ2

−
∞∑
l=0

bl
2l + d

,

что означает, что набор b̂ является точкой максимума в задаче (3.1), решение кото-
рой равно λ̂1+ λ̂2δ2. Отсюда получаем оценку снизу для погрешности оптимального

восстановления E(δ) >
√
λ̂1 + λ̂2δ2.

Покажем теперь, что погрешность e(δ,m) для всех методов (2.2) совпадает с по-
лученной оценкой.

При δ−2 6 x0 (эквивалентно λ̂2 = 0) из (2.3) следует, что ma(g) = 0. Тогда

sup
f∈Bh2,g∈L2(Z)
∥Rf−g∥L2(Z)6δ

∥f −ma(g)∥2L2(Bd) 6 sup
f∈Bh2

∥f∥2L2(Bd) = sup
f∈Bh2,

∥Rf∥L2(Z)6δ

∥f∥2L2(Bd) = λ̂1.

При λ̂2 > 0 имеем

∥f −ma(g)∥2L2(Bd) =
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

(fkl − akl
(ĝkl,ψl)
(ψl,ψl)

)2

2l + d

=
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

(akl((ĝkl, ψl)− fkl(ψl, ψl)) + fkl(ψl, ψl)(akl − 1))
2

(2l + d)(ψl, ψl)2
.

Применив неравенство Коши-Буняковского (x, y)2 6 ∥x∥2∥y∥2 к векторам

x =

 (ψl, ψl)(akl − 1)√
λ̂1

, akl

√
(ψl, ψl)√
λ̂2

 ,

y =

fkl√λ̂1, ((ĝkl, ψl)− fkl(ψl, ψl))

√
λ̂2√

(ψl, ψl)

 ,

получим

∥f −ma(g)∥2L2(Bd) 6
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

Akl

(
f2klλ̂1 + ((ĝkl, ψl)− fkl(ψl, ψl))

2 λ̂2
(ψl, ψl)

)
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6
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

Akl

(
f2klλ̂1 + (ĝkl − fklψl, ψl)

2 λ̂2
(ψl, ψl)

)

6
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

Akl

(
f2klλ̂1 + ∥ĝkl − fklψl∥2L2(R)λ̂2

)
,

где

Akl =
1

(2l + d)(ψl, ψl)2

(
(ψl, ψl)

2(akl − 1)2

λ̂1
+
a2kl(ψl, ψl)

λ̂2

)

=
1

(2l + d)

(
(akl − 1)2

λ̂1
+
a2kl

λ̂2
xl

)
.

Аналогично рассуждениям, использованным для вычисления ∥Rf∥2L2(Z), имеем

∥g −Rf∥2L2(Z) =

∫
Sd−1

∫
R

∣∣∣ĝθ(σ)− R̂fθ(σ)
∣∣∣2 dσdθ

=

∫
Sd−1

∫
R

∣∣∣∣∣∣
∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

(ĝkl(σ)− fklψl(σ))Y
l
k(θ)

∣∣∣∣∣∣
2

dσdθ =

∞∑
l=0

N(l)∑
k=1

∥ĝkl − fklψl∥L2(R).

Условие (2.3) эквивалентно Akl 6 1, следовательно

∥f −ma(g)∥2L2(Bd) 6 λ̂1∥f∥Bh2
+ λ̂2∥g −Rf∥2L2(Z) 6 λ̂1 + λ̂2δ

2.

Таким образом, семейство методов (2.2) является оптимальным, а погрешность оп-

тимального восстановления равна
√
λ̂1 + λ̂2δ2. Теорема доказана.

Доказательство следствия.
Подставим akl = 0 и akl = 1 в Akl = 1

(2l+d)

(
(akl−1)2

λ̂1
+

a2kl

λ̂2
xl

)
. Получим, что

условие Akl 6 1 эквивалентно l > 1−λ̂1d

2λ̂1
и yl 6 λ̂2, соответственно.
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