
ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ВОССТАНОВЛЕНИИ
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА

Е. А. БАЛОВА

Аннотация. Рассматривается задача оптимального восста-
новления решения обобщённого уравнения Пуассона в ограни-
ченной области Q с однородными граничными условиями, ко-
гда правая часть уравнения задана неточно. Предполагается,
что правые части уравнений принадлежат обобщённым клас-
сам Соболева и известно конечное число коэффициентов Фурье
правых частей уравнений, заданных с погрешностью в евкли-
довой метрике. Рассматривается случай произвольного набо-
ра известных коэффициентов. Найдены значения погрешности
оптимального восстановления и построено семейство оптималь-
ных методов восстановления. Решена задача о наилучшем вы-
боре измеряемых коэффициентов.

Применение теории оптимального восстановления к задачам ма-
тематической физики на основе методов, разработанных в [1], [2],
было начато в работах [3] и [4]. В работах [5] и [6] были рассмотре-
ны задачи о восстановлении решения задачи Дирихле в двумерном
кольце и d-мерном шаре по неточной исходной информации в раз-
личных постановках. В настоящей работе рассматривается анало-
гичная задача оптимального восстановления для уравнения Пуас-
сона в ограниченной области Q. Пользуясь техникой, подобной той,
которая применялась в работах [7], [8], мы строим целое семейство
оптимальных методов восстановления.

Пусть Q — область в пространстве Rd, ограниченная замкну-
той кусочно-гладкой (d − 1)-мерной поверхностью ∂Q, x =
(x1, . . . , xd) ∈ Q, f(x) ∈ L2(Q), a(x) ∈ C(Q), k(x) ∈ C1(Q). Рас-
смотрим уравнение Пуассона

(1) −(div(k(x)∇u(x))− a(x)u(x)) = f(x),

с однородным граничным условием

(2) u |∂Q= 0.

Известно (см., напр. [9]), что если k(x) ≥ k0 > 0, a(x) ≥ 0, то суще-
ствует полная в L2(Q) ортонормированная система из собственных
функций первой краевой задачи для оператора

L = −(div(k(x)∇− a(x)).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (гранты №10–01–00188 и №10–01–90002).
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Собственные значения этой задачи обладают следующими свой-
ствами: они положительны, стремятся к∞ и не имеют точек скоп-
ления. При этом различным собственным значениям соответствует
конечное (равное кратности собственного значения) число линейно-
независимых собственных функций. Обозначим через λk различ-
ные значения собственных значений, упорядочив их по возраста-
нию:

0 < λ1 < λ2 < . . . < λk < . . . .

Собственные функции, соответствующие λk, обозначим через
ϕkj(x), k = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , rk, где rk — кратность λk.

Если правая часть уравнения представлена в виде ряда Фурье,
то есть

f(x) =
∞∑

k=1

rk∑
j=1

ckjϕkj(x),

где ckj =
∫

Q
f(x)ϕkj(x)dx, то решение задачи (1),(2) может быть

записано в виде

u(x) =
∞∑

k=1

λ−1
k

rk∑
j=1

ckjϕkj(x).

Пусть функция g(x) ∈ L2(Q),

g(x) =
∞∑

k=1

rk∑
j=1

gkjϕkj(x),

где gkj — коэффициенты Фурье функции g(x). Положим по опреде-
лению

Lα/2g(x) =
∞∑

k=1

λ
α/2
k

rk∑
j=1

gkjϕkj(x),

где α — произвольное положительное число. Рассмотрим так на-
зываемое обобщённое уравнение Пуассона

(3) Lα/2u(x) = f(x)

с однородным граничным условием

(4) u |∂Q= 0.

Нетрудно увидеть, что решение задачи (3)—(4) можно записать в
виде

(5) u(x) =
∞∑

k=1

λ
−α/2
k

rk∑
j=1

ckjϕkj(x).

Перейдем к задаче восстановления. Рассмотрим задачу (3)—(4).
Требуется наилучшим образом восстановить функцию u(x), когда
известно конечное число измеренных с погрешностью коэффици-
ентов Фурье правой части уравнения (3).
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Пусть дано некоторое фиксированное натуральное число k0 ≥ 1 и
имеется набор множеств Jk и Ak, где Jk = {1, . . . , rk}, k = 1, . . . , k0,
Ak ⊆ Jk, k = 1, . . . , k0, — произвольные подмножества Jk, A =
{A1, . . . , Ak0} и N = card A — число элементов множества A. Будем
считать, что для любой функции f(x) ∈ L2(Q) известен вектор

f̃N = {ykj}, k = 1, . . . , k0, j ∈ Ak,

состоящий из приближенных значений коэффициентов Фурье этой
функции. Точнее, предполагается, что

‖f̃N − fN‖lN2
≤ δ,

где

fN = {ckj} , k = 1, ..., k0, j ∈ Ak,

а ‖ · ‖lN2
— стандартная евклидова норма.

Задача оптимального восстановления заключается в том, чтобы
по информации о векторе f̃N восстановить наилучшим образом ре-
шение задачи (3), (4) в метрике L2(Q). Будем предполагать, что
функция f(x) принадлежит обобщённому соболевскому классу

W β
2 (Q) =

{
f(x) ∈ L2(Q) : ‖Lβ/2f‖L2(Q) ≤ 1

}
,

β > 0 — фиксированное действительное число. В качестве мето-
дов восстановления рассмотрим всевозможные операторы ψ : lN2 →
L2(Q).

Назовем погрешностью восстановления метода ψ величину

eA(W β
2 (Q), α, δ, ψ) = sup

f∈W β
2 (Q), efN∈lN2

‖fN− efN‖
lN2
≤δ

‖u− ψ(f̃N)‖L2(Q).

Погрешностью оптимального восстановления называется величина

EA(W β
2 (Q), α, δ) = inf

ψ : lN2 →L2(Q)
eA(W β

2 (Q), α, δ, ψ),

а метод, на котором достигается нижняя грань, называется опти-
мальным.

Нас будет также интересовать задача об оптимальном выборе
множеств Ak, т.е. задача о нахождении величины

EN(W β
2 (Q), α, δ) = inf

A={A1,...,Ak0
}

card A≤N

EA(W β
2 (Q), α, δ)

при фиксированном N и того множества A, на котором эта ниж-
няя грань достигается. Теперь сформулируем две теоремы, соот-
ветствующие указанным задачам.
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Положим

k∗ =

{
min

(
k : k ∈ N \ {k : Ak = Jk, 1 ≤ k ≤ k0}

)
, δ2 < λ−β

1 ,

1, δ2 ≥ λ−β
1 ,

η̂1 =
1

λα
1

[
1−

(
λ1

λk∗

)(α+β)]
, η̂2 =

1

λα+β
k∗

.

Теорема 1. Пусть δ, α и β — произвольные положительные чис-
ла. Тогда

EA(W β
2 (Q), α, δ) =

√
η̂1δ2 + η̂2,

а любой из методов

(6) ψ(f̃N) =

k0∑

k=1

∑
j∈Ak

ωkjykjϕkj(x),

где ωkj удовлетворяют условиям

(7)

∣∣∣∣∣ωkj − η̂1

λ
α/2
k (η̂1 + η̂2λ

β
k)

∣∣∣∣∣ ≤

√
η̂1η̂2λ

β
k(−λ−α

k + η̂1 + η̂2λ
β
k)

η̂1 + η̂2λ
β
k

,

является оптимальным.

Отметим, что в силу монотонного возрастания λk и определения
η̂1, η̂2 несложно убедиться в том, что подкоренное выражение в (7)
неотрицательно.

Теорема 2. Пусть N — фиксированное натуральное число, α, β
и δ — произвольные положительные числа. Тогда при r1 ≤ N

EN(W β
2 (Q), α, δ) =

√√√√ 1

λα+β
k0

+
δ2

λα
1

[
1−

(
λ1

λk0

)(α+β)]
,

где

k0 = max

(
k :

k∑
i=1

ri ≤ N

)
,

а A = {J1, . . . , Jk0}. При r1 > N

EN(W β
2 (Q), α, δ) = λ

−(α+β)/2
1 ,

а A = ∅.
Сначала докажем вспомогательную лемму, связанную с решени-

ем одной экстремальной задачи.
Пусть m — некоторое фиксированное натуральное число, и име-

ются две последовательности положительных чисел

{µk}∞1 , µk ≤ µm, k > m,

{γk}∞1 , γm ≤ γk, k > m.
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Если m > 1 будем предполагать, что

µk+1 ≤ µk, 1 ≤ k ≤ m

γk ≤ γk+1, 1 ≤ k ≤ m.

Пусть u = {uk}∞1 , uk ≥ 0, J = {1, . . . , m}, и B ⊆ J, B 6= ∅.
Рассмотрим следующую экстремальную задачу:

(8)
∞∑

k=1

µkuk → max,
∑

k∈B

uk ≤ δ2,

∞∑

k=1

γkuk ≤ 1, uk ≥ 0, k ≥ 1.

Для решения этой задачи применим метод Лагранжа. Функция
Лагранжа для задачи (8) имеет вид

L1(u, η1, η2) = −
∞∑

k=1

µkuk + η1

∑

k∈B

uk + η2

∞∑

k=1

γkuk,

где η1 и η2 — множители Лагранжа. Будем использовать в даль-
нейшем несложно доказываемое

Предложение 1. Если найдутся неотрицательные η̂1 и η̂2, а
также допустимая в задаче (8) последовательность û такие,
что выполняются условия

(a) L1(û, η̂1, η̂2) = min
uk≥0

L1(u, η̂1, η̂2),

(b) η̂1

(∑

k∈A

ûk − δ2

)
+ η̂2

( ∞∑

k=1

γkûk − 1

)
= 0,

то û — решение этой задачи.

Доказательство. Действительно, пусть û, η̂1 и η̂2 удовлетворяют
условиям утверждения. Пусть u — любая допустимая в задаче (8)
последовательность. Тогда, в силу допустимости u и неотрицатель-
ности η̂1 и η̂2 получим

−
∞∑

k=1

µkuk ≥ −
∞∑

k=1

µkuk + η̂1

(∑

k∈A

uk − δ2

)
+ η̂2

( ∞∑

k=1

γkuk − 1

)

= L1(u, η̂1, η̂2)− η̂1δ
2 − η̂2 ≥ L1(û, η̂1, η̂2)− η̂1δ

2 − η̂2

= −
∞∑

k=1

µkûk + η̂1

(∑

k∈A

ûk − δ2

)
+ η̂2

( ∞∑

k=1

γkûk − 1

)
= −

∞∑

k=1

µkûk,

то есть
∞∑

k=1

µkûk ≥
∞∑

k=1

µkuk.

¤
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Перейдём к формулировке леммы. Положим

k∗ =

{
min

(
k : k ∈ N\B)

, δ2 < γ−1
1 ,

1, δ2 ≥ γ−1
1 .

Лемма 1. Пусть δ > 0. Тогда значение задачи (8) равно η̂1δ
2 + η̂2,

где
η̂1 = µ1 − γ1µk∗

γk∗
, η̂2 =

µk∗

γk∗
.

Доказательство. Пусть k∗ = 1. Тогда для последовательности
û1 = γ−1

1 , ûk = 0, k > 1, имеем
∞∑

k=1

γkûk = 1.

Условие ∑

k∈B

ûk ≤ δ2

тоже выполняется, так как или û1 = γ−1
1 ≤ δ2, или 1 не принад-

лежит множеству B и û1 не входит в эту сумму, следовательно,
последовательность û допустима в (8) и условие (b) выполнено. По-
кажем, что условие (a) также выполнено. В силу того, что µk ≤ µ1

и γk ≥ γ1 при k > 1, получаем, что

L1(u, η̂1, η̂2) =
∞∑

k=1

(
−µk +

µ1

γ1

γk

)
uk ≥ 0

для произвольных неотрицательных uk. Легко убедиться в том, что
L1(û, η̂1, η̂2) = 0, то есть условие (a) выполнено. Таким образом,
получаем, что последовательность û является решением задачи (8).

Пусть теперь k∗ > 1. Рассмотрим последовательность

û1 = δ2, ûk∗ =
1− δ2γ1

γk∗
, ûk = 0, k ≥ 2, k 6= k∗.

Допустимость последовательности û следует из определения k∗,
так как k∗ /∈ B. Условие (b) легко проверяется. Остается показать,
что выполнено условие (a). Подставив в функцию Лагранжа η̂1 и
η̂2, получим, что

L1(u, η̂1, η̂2) =
∑

k∈B

(
µ1 − µk∗

γk∗
γ1

)
uk +

∞∑

k=1

(
−µk +

µk∗

γk∗
γk

)
uk

=
∑

k∈B

(
−µk +µ1− µk∗

γk∗
γ1 +

µk∗

γk∗
γk

)
uk +

∑

k∈N\B

(
−µk +

µk∗

γk∗
γk

)
uk ≥ 0

для всех неотрицательных uk, так как в первой сумме µk и γk убы-
вают и возрастают соответственно, а во второй сумме k ≥ k∗ в силу
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определения k∗. Подставляя û в функцию Лагранжа, убеждаемся,
что

L1(û, η̂1, η̂2) = 0,

то есть условие (a) выполнено. Значение задачи находится подста-
новкой экстремальной последовательности û в максимизируемую
сумму. ¤
Доказательство теоремы 1. Сначала получим снизу для вели-
чины EA(W β

2 (Q), α, δ). Пусть ψ — произвольный метод восстанов-
ления, f ∈ W β

2 (Q) и ‖fN‖lN2
≤ δ. Тогда имеем

2‖u(x)‖L2(Q) ≤ ‖u(x)− ψ(0) + u(x) + ψ(0)‖L2(Q)

≤ ‖u(x)−ψ(0)‖L2(Q)+‖u(−x)−ψ(0)‖L2(Q) ≤ 2eN, 2(W
β
2 (Q), α, δ, ψ).

Для выбранного метода ψ, после перехода к верхней грани, полу-
чим

eA(W β
2 (Q), α, δ, ψ) ≥ sup

f(x)∈W β
2 (Q),

‖fN‖
lN2
≤δ

‖u(x)‖L2(Q).

Следовательно,

(9) EA(W β
2 (Q), α, δ) = inf

ψ : lN2 →L2(Q)
eA(W β

2 (Q), α, δ, ψ)

≥ sup
f(x)∈W β

2 (Q),

‖fN‖
lN2
≤δ

‖u(x)‖L2(Q).

Рассмотрим экстремальную задачу

(10) ‖u(x)‖2
L2(Q) → max, ‖fN‖2

lN2
≤ δ2, ‖Lβ/2f(x)‖2

L2(Q) ≤ 1.

Используя равенство Парсеваля, перепишем задачу (10) в виде

(11)
∞∑

k=1

1

λα
k

rk∑
j=1

c2
kj → max,

k0∑

k=1

∑
j∈Ak

c2
kj ≤ δ2,

∞∑

k=1

λβ
k

rk∑
j=1

c2
kj ≤ 1.

Введем обозначения

vk =

rk∑
j=1

c2
kj, k ≥ 1, v′k =

∑
j∈Ak

c2
kj, k = 1, . . . , k0.

Из определения v′k вытекает, что v′k = vk, если Jk = Ak. Теперь
задачу (11) можно записать в виде

(12)
∞∑

k=1

vk

λα
k

→ max,
∑

1≤k≤k0
Ak=Jk

vk +
∑

1≤k≤k0
Ak 6=Jk

v′k ≤ δ2,

∞∑

k=1

λβ
kvk ≤ 1,

vk ≥ 0, k ≥ 1, vk ≥ v′k ≥ 0, k = 1, . . . , k0.
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Нетрудно убедиться, что значение задачи (12) совпадает со значе-
нием задачи
(13)

∞∑

k=1

vk

λα
k

→ max,
∑

1≤k≤k0
Ak=Jk

vk ≤ δ2,

∞∑

k=1

λβ
kvk ≤ 1, vk ≥ 0, k ≥ 1.

Из леммы 1 вытекает, что значение этой задачи равно η̂1δ
2 + η̂2. Из

(9) получаем, что

EA(W β
2 (Q), α, δ) ≥

√
η̂1δ2 + η̂2.

Теперь получим оценку сверху и найдем оптимальные методы.
Для оценки погрешности методов (6) надо оценить значение сле-
дующей экстремальной задачи (для удобства мы переходим к квад-
рату оцениваемой величины)

‖u− ψ(f̃N)‖2
L2(Q) → max, ‖fN − f̃N‖2

lN2
≤ δ2 f ∈ W β

2 (Q).

Эта задача переписывается в виде

(14)
k0∑

k=1

∑
j∈Ak

(λ−α/2ckj − ωkjykj)
2 +

k0∑

k=1

∑

j∈Jk\Ak

λ−αc2
kj

+
∞∑

k=k0+1

rk∑
j=1

λ−αc2
kj → max,

k0∑

k=1

∑
j∈Ak

(ckj − ykj)
2 ≤ δ2,

∞∑

k=1

rk∑
j=1

λβ
kc2

kj ≤ 1.

После замены ykj = ckj − zkj задача (14) примет вид

(15)
k0∑

k=1

∑
j∈Ak

((λ−α/2 − ωkj)ckj + ωkjzkj)
2 +

k0∑

k=1

∑

j∈Jk\Ak

λ−αc2
kj

+
∞∑

k=k0+1

rk∑
j=1

λ−αc2
kj → max,

k0∑

k=1

∑
j∈Ak

z2
kj ≤ δ2,

∞∑

k=1

rk∑
j=1

λβ
kc2

kj ≤ 1.

Учитывая монотонное возрастание коэффициентов λk, значение η̂2

и определение k∗, имеем

(16)
k0∑

k=1

∑

j∈Jk\Ak

λ−α
k c2

kj +
∞∑

k=k0+1

rk∑
j=1

λ−α
k c2

kj

≤ η̂2

( k0∑

k=1

∑

j∈Jk\Ak

λβ
kc2

kj +
∞∑

k=k0+1

rk∑
j=1

λβ
kc2

kj

)
.
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Если k∗ = 1, то из (7) следует, что ωkj = 0 и значение задачи (15)
оценивается величиной

η̂2

∞∑

k=1

rk∑
j=1

λβ
kc2

kj ≤ η̂2.

Пусть k∗ > 1. Тогда из неравенства Коши-Буняковского следует,
что

((λ−α/2−ωkj)ckj +ωkjzkj)
2 ≤

(
(λ
−α/2
k − ωkj)

2

η̂2 λβ
k

+
ω2

kj

η̂1

)
(η̂2λβ

kc2
kj + η̂1z

2
kj).

Пользуясь этим неравенством и неравенством (16), получаем, что
значение задачи (15) оценивается величиной

k0∑

k=1

∑
j∈Ak

(
(λ
−α/2
k − ωkj)

2

η̂2λ
β
k

+
ω2

kj

η̂1

)
(η̂2λ

β
kc2

kj + η̂1z
2
kj)

+ η̂2

( k0∑

k=1

∑

j∈Jk\Ak

λβ
kc2

kj +
∞∑

k=k0+1

rk∑
j=1

λβ
kc2

kj

)
.

Нетрудно проверить, что условия (7) эквивалентны неравенствам

(17)
(λ
−α/2
k − ωkj)

2

η̂2λ
β
k

+
ω2

kj

η̂1

≤ 1.

Поэтому значение задачи (15) оценивается величиной

k0∑

k=1

∑
j∈Ak

(η̂2λ
β
kc2

kj + η̂1z
2
kj) + η̂2

( k0∑

k=1

∑

j∈Jk\Ak

λβ
kc2

kj +
∞∑

k=k0+1

rk∑
j=1

λβ
kc2

kj

)

= η̂1

k0∑

k=1

∑
j∈Ak

z2
kj +

∞∑

k=1

rk∑
j=1

λβ
kc2

kj ≤ η̂1δ
2 + η̂2.

Тем самым доказано, что

EA(W β
2 (Q), α, δ) ≤

√
η̂1δ2 + η̂2

и методы (6) оптимальны. ¤

Рассмотрим теперь вопрос о минимизации информации, необхо-
димой для построения оптимального метода. Если какие-либо из
коэффициентов ωkj равны нулю, то информация, связанная с эти-
ми коэффициентами не используется в соответствующем методе.
Другими словами, для построения оптимального метода измерять
данные коэффициенты нет необходимости. Выясним, какие из ко-
эффициентов ωkj можно положить равными нулю при построении
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оптимальных методов. Для этого подставим ωkj = 0 в неравенства
(17). Тогда, с учётом вида η̂2, получим, что

1

η̂2 λα+β
k

=
λα+β

k∗

λα+β
k

≤ 1.

Отсюда следует, в силу монотонного возрастания λk, что при k ≥ k∗

можно положить ωkj = 0.
Пусть

f(x) =
∞∑

k=1

rk∑
j=1

ckjϕkj(x).

Назовем k-пачкой группу коэффициентов ckj, j = 1, . . . , rk, где rk —
размерность подпространства Φk ∈ L2(Q), базисом которого явля-
ются функции ϕk1(x), . . . , ϕkrk

(x), соответствующие собственному
значению λk.

Пусть f̃N = {ykj}, k = 1, . . . , k0, j ∈ Ak — вектор, приближён-
но описывающий функцию f(x) из правой части уравнения (3). Из
теоремы 1 получаем следующий результат: если в k-пачке среди
коэффициентов ykj, 1 ≤ k ≤ k0, j ∈ Ak, отсутствует хотя бы один
коэффициент ykj (что соответствует выполнению условия Ak 6= Jk),
то ни один из коэффициентов этой пачки, равно как и ни один из
коэффициентов всех следующих пачек (по возрастанию k), входя-
щих в вектор f̃N , при построении оптимального метода можно не
использовать.

Отсюда непосредственно вытекает утверждение теоремы 2.
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