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1. Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü íåêîòîðóþ õàðàêòåðè-

ñòèêó îáúåêòà ïî äðóãèì åãî õàðàêòåðèñòèêàì, èçâåñòíûì òî÷íî èëè ñ íåêîòîðîé

ïîãðåøíîñòüþ. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïîäîáíûõ çàäà÷.

Â îñíîâå îäíîãî èç òàêèõ ïîäõîäîâ ëåæèò ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ, òî÷íûõ íà íåêî-

òîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè çàäàííàÿ ôóíêöèÿ àï-

ïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèÿìè èç ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñ íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ,

òî è ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä áóäåò èìåòü íåáîëüøóþ ïîãðåøíîñòü. Ýòîò ïîäõîä ëå-

æèò â îñíîâå ïîñòîðîåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, òî÷íûõ íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-

ãî÷ëåíàõ îïðåäåëåííîé ñòåïåíè, â ÷àñòíîñòè, êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Ãàóññà.

Â îñíîâå äðóãîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê îáú-

åêòîâ ëåæèò èäåÿ À.Í. Êîëìîãîðîâà [1] î íàèëó÷øèõ ñðåäñòâàõ ïðèáëèæåíèÿ êëàñ-

ñîâ ôóíêöèé êîíå÷íîìåðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Èùåòñÿ íàèëó÷øèé ìåòîä âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ äàííîé õàðàêòåðèñòèêè ïî àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá îáúåêòå ñðåäè

âñåõ âîçìîæíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè íà

âñåì êëàññå ôóíêöèé. Â äàëüíåéøåì íà áàçå ýòîé èäåè ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ òåîðèÿ

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, èñòîðèþ ðàçâèòèÿ êîòîðîé è êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû

ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ è îáçîðíûõ ñòàòüÿõ [2]�[7].

Â ðàáîòàõ [8] è [9] áûëî ïðåäëîæåíî ñîâìåñòèòü ýòè äâå èäåè (ïîñòðîåíèå ìåòî-

äîâ, òî÷íûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ è â òî æå ñàìîå âðåìÿ îïòèìàëüíûõ íà êëàññàõ

ôóíêöèé). Â äàííîé ðàáîòå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäõîäîâ ê ïî-

ñòðîåíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
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íà òîðå T ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû íà

íåêîòîðûõ êëàññàõ ôóíêöèé .

Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè â èíûõ ïîñòàíîâêàõ ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [11], [12] è [13].

2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ïî êîíå÷íîìó íàáîðó íåòî÷íî çàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè{
ut = uxx,

u(·, 0) = f(·), f(·) ∈ L2(T),

çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè ôóíêöèè u(·, ·) ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïå-

ðàòóðû f(·) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîñëåäíåå ïîíèìàåòñÿ òàê: u(·, t) → f(·)
ïðè t → 0 â ìåòðèêå L2(T).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

u(x, t) =
a0
2

+

∞∑
k=1

e−k2t(ak cos kx+ bk sin kx),

ãäå

ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos kx dx, k = 0, 1, . . . ,

bk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin kx dx, k = 1, . . . .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè u(·, τ), τ > 0, äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé èç íåêîòîðîãî êëàññà W ⊂ L2(T)
ïî íåòî÷íî çàäàííîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðåøåíèÿ u(·, T ), 0 <
τ < T . Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(·) ∈ L2(T) ïîëîæèì

Ff(·) = (a0, a1, b1, . . . , an, bn),

ãäå {ak}nk=0 è {bk}nk=1, n ∈ N � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(·). ×åðåç l2n+1
2

îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ a = (a0, a1, b1, . . . , an, bn) ñ íîðìîé

∥a∥l2n+1
2

=

(
a20
2

+
n∑

k=1

(a2k + b2k)

)1/2

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè f(·) ∈ W íàì èçâåñòåí âåêòîð

ã ∈ l2n+1
2 òàêîé, ÷òî

∥Fu(·, T )− ã∥l2n+1
2

⩽ δ.

Òðåáóåòñÿ ïî ýòîìó âåêòîðó ã âîññòàíîâèòü íàèëó÷øèì îáðàçîì ðåøåíèå u(·, τ).
Ïîä ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ m ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå m : l2n+1

2 → L2(T). Ïî-

ãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ìåòîäà m îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

e(W, δ, n,m) = sup
f(·)∈W, ã∈l2n+1

2

∥Fu(·,T )−ã∥
l
2n+1
2

⩽δ

∥u(·, τ)−m(ã)(·)∥L2(T).
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Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îïòèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ

E(W, δ, n) = inf
m : l2n+1

2 →L2(T)
e(W, δ, n,m),

à òàêæå ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü (åñëè òàêîâîé ñóùåñòâóåò),

íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì.

Èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ [2] èçâåñòíî, ÷òî åñëè W−
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé êëàññ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

E(W, δ, n) ⩾ sup
f(·)∈W

∥Fu(·,T )∥
l
2n+1
2

⩽δ

∥u(·, τ)∥L2(T). (2.1)

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà

W = BL2(T) =
{
f(·) ∈ L2(T) : ∥f(·)∥L2(T) ⩽ 1

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ W öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè (2.1) ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â âèäå (äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðåõîäèì ê êâàäðàòàì êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå)

a20
2

+
∞∑
k=1

e−2k2τ (a2k + b2k) → max,
a20
2

+
n∑

k=1

e−2k2T (a2k + b2k) ⩽ δ2,

a20
2

+

∞∑
k=1

(a2k + b2k) ⩽ 1. (2.2)

Ïîëîæèì c0 = a20/2, ck = e−2k2T (a2k + b2k), xk = e2k
2T , yk = e2k

2(T−τ). Òîãäà ýêñòðå-
ìàëüíàÿ çàäà÷à (2.2) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

∞∑
k=0

ykck → max,

n∑
k=0

ck ⩽ δ2,

∞∑
k=0

xkck ⩽ 1, ck ⩾ 0, k = 0, 1, . . . n. (2.3)

Ðàññìîòðèì âîãíóòóþ êðèâóþ y = x1−τ/T , x ⩾ 0. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êè Mk =
(xk, yk), k = 0, 1, . . . , n+1, ëåæàò íà ýòîé êðèâîé. Ïîñòðîèì ëîìàíóþ, ñîåäèíÿþùóþ

òî÷êè Mk è Mk+1, k = 0, 1, . . . , n.

Íàéäåì ìèíèìàëüíûé íîìåð k0 (ñì ðèñóíîê 1), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

yk0 −
yn+1

xn+1
xk0 = max

0⩽k⩽n

(
yk − yn+1

xn+1
xk

)
.
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X

Y

O

M0

M1

Mk0

Mn+1

Ðèñóíîê 1

Ïóñòü k0 ⩾ 1, δ2 ∈ [1/xj+1; 1/xj ], j < k0. Ïîëîæèì ĉk = 0 ïðè k ̸= j, j + 1, j < n, à
ĉj è ĉj+1 òàê, ÷òîáû

ĉj + ĉj+1 = δ2,

e2j
2T ĉj + e2(j+1)2T ĉj+1 = 1.

Òîãäà

ĉj =
δ2e2(j+1)2T − 1

e2(j+1)2T − e2j2T
,

ĉj+1 =
1− δ2e2j

2T

e2(j+1)2T − e2j2T
.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ĉ = (0, . . . , 0, ĉj , ĉj+1, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å

(2.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêèõ δ

E2(W, δ, n) ⩾ e2j
2(T−τ) δ2e2(j+1)2T − 1

e2(j+1)2T − e2j2T
+ e2(j+1)2(T−τ) 1− δ2e2j

2T

e2(j+1)2T − e2j2T

= λ̂1δ
2 + λ̂2,

ãäå

λ̂1 =
e2j

2(T−τ)e2(j+1)2T − e2(j+1)2(T−τ)e2j
2T

e2(j+1)2T − e2j2T
, (2.4)

λ̂2 =
e2(j+1)2(T−τ) − e2j

2(T−τ)

e2(j+1)2T − e2j2T
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé δ2 ⩽ 1/xk0
. Ïóñòü ĉk = 0 ïðè k ̸= k0, n + 1, à ĉk0

è ĉn+1

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ĉk0 = δ2,

ĉn+1 =
1− δ2e2k0

2T

e2(n+1)2T
.
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Âåêòîð ĉ = (0, . . . , 0, ĉk0 , 0, . . . , 0, ĉn+1, 0 . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å (2.3).

Ïðè òàêèõ δ

E2(W, δ, n) ⩾ e2k0
2(T−τ)δ2 + e2(n+1)2(T−τ) 1− δ2e2k0

2T

e2(n+1)2T
= λ̂1δ

2 + λ̂2,

ãäå

λ̂1 = e2k0
2(T−τ) e

2(n+1)2τ − e2k0
2τ

e2(n+1)2τ
, (2.5)

λ̂2 =
1

e2(n+1)2τ
.

Ïðè δ ⩾ 1 âåêòîð c = (1, 0, . . .) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å (2.3). Ïîýòîìó â

ýòîì ñëó÷àå E2(W, δ, n) ⩾ 1.
Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñðåäè ìåòîäîâ âèäà

m(ã)(x) =
α0ã0
2

+

n∑
k=1

(αkãk cos kx+ βk b̃k sin kx). (2.6)

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè òàêèõ ìåòîäîâ íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðå-

ìàëüíîé çàäà÷è

(a0 − α0ã0)
2

2

+
n∑

k=1

((e−k2τak − αkãk)
2 + (e−k2τ bk − βk b̃k)

2) +
∞∑

k=n+1

e−2k2τ (a2k + b2k) → max,

(a0 − ã0)
2

2
+

n∑
k=1

((e−k2Tak − ãk)
2 + (e−k2T bk − b̃k)

2) ⩽ δ2,
a20
2

+

∞∑
k=1

(a2k + b2k) ⩽ 1.

(2.7)

Ïîëîæèì u0 = a0 − ã0, uk = e−k2Tak − ãk, vk = e−k2T bk − b̃k, k = 1, 2. . . . n. Òîãäà
ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (2.7) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

((1− α0)a0 + α0u0)
2

2
+

n∑
k=1

(((e−k2τ − e−k2Tαk)ak + αkuk)
2+

((e−k2τ − e−k2Tβk)bk + βkvk)
2) +

∞∑
k=n+1

e−2k2τ (a2k + b2k) → max,

u2
0

2
+

n∑
k=1

(u2
k + v2k) ⩽ δ2,

a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k) ⩽ 1. (2.8)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïðè 0 ⩽ k ⩽ n, ïîëó÷àåì

((e−k2τ − e−k2Tαk)ak + αkuk)
2 =

e−k2τ − e−k2Tαk√
λ̂2

√
λ̂2ak +

αk√
λ̂1

√
λ̂1uk

2

⩽

(
(e−k2τ − e−k2Tαk)

2

λ̂2

+
α2
k

λ̂1

)
(λ̂2a

2
k + λ̂1u

2
k). (2.9)
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

((e−k2τ − e−k2Tβk)bk + βkvk)
2 ⩽

(
(e−k2τ − e−k2Tβk)

2

λ̂2

+
β2
k

λ̂1

)
(λ̂2b

2
k + λ̂1v

2
k).

Ïðè δ2 ∈ [1/xj+1; 1/xj ], j < k0 ïîñòðîèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè (xj , yj)

è (xj+1, yj+1). Ïðè δ2 ⩽ 1/xk0 ïîñòðîèì ïðÿìóþ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
yn+1

xn+1
,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (xk0
, yk0

). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ óðàâ-

íåíèå ïðÿìîé èìååò âèä y = λ̂2x+ λ̂1. Ïîýòîìó â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé, íà êîòî-

ðîé ëåæàò òî÷êè (xk, yk), âûïîëíÿåòñÿÿ íåðàâåíñòâî λ̂2 ⩾ e−2(n+1)2τ ⩾ e−2k2τ ïðè

k ⩾ n+ 1.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë (2.8) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

e(W, δ, n,m) ⩽

Sλ̂1

(
u2
0

2
+

n∑
k=1

(u2
k + v2k)

)
+ Sλ̂2

(
a20
2

+

n∑
k=1

(a2k + b2k)

)
+ λ̂2

∞∑
k=n+1

(a2k + b2k),

ãäå

S = max {A,B} ,

à

A = max
0⩽k⩽n

(
(ek

2(T−τ) − αk)
2

e2k2T λ̂2

+
α2
k

λ̂1

)
,

B = max
1⩽k⩽n

(
(ek

2(T−τ) − βk)
2

e2k2T λ̂2

+
β2
k

λ̂1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óäàñòñÿ âûáðàòü α0, αk, βk, k = 1, 2, . . . , n, òàê, ÷òî S ⩽ 1, òî
áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

e(W, δ, n,m) ⩽
√
λ̂1δ2 + λ̂2 ⩽ E(W, δ),

êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî m � îïòèìàëüíûé ìåòîä, à E(W, δ, n) =

√
λ̂1δ2 + λ̂2. Ïîêà-

æåì, ÷òî òàêèå α0, αk, βk, k = 1, 2, . . . , n, ñóùåñòâóþò.
Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé y = x1−τ/T , x ⩾ 0 äëÿ âñåõ òî÷åê Mk = (xk, yk) èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

λ̂2xk + λ̂1 ⩾ yk.

Òåì ñàìûì

e2k
2T λ̂2 + λ̂1 ⩾ e2k

2(T−τ), k = 0, 1, . . . , n.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå A, âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò:

(ek
2(T−τ) − αk)

2

e2k2T λ̂2

+
α2
k

λ̂1

=
λ̂1 + e2k

2T λ̂2

e2k2T λ̂1λ̂2

(
αk − ek

2(T−τ)λ̂1

λ̂1 + e2k2T λ̂2

)2

+
e2k

2(T−τ)

λ̂1 + e2k2T λ̂2

.
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Ïîëîæèâ

αk =
ek

2(T−τ)λ̂1

λ̂1 + e2k2T λ̂2

, k = 0, 1, . . . , n,

ïîëó÷àåè

(ek
2(T−τ) − αk)

2

e2k2T λ̂2

+
α2
k

λ̂1

=
e2k

2(T−τ)

λ̂1 + e2k2T λ̂2

⩽ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, A ⩽ 1. Ïîëîæèâ

βk =
ek

2(T−τ)λ̂1

λ̂1 + e2k2T λ̂2

, k = 0, 1, . . . , n,

ïîëó÷àåì, ÷òî B ⩽ 1.
Åñëè δ ⩾ 1, òî äëÿ ìåòîäà m(ã)(x) = 0 èìååì

e2(W, δ, n,m) ⩽ sup
a2
0
2 +

∑∞
k=1(a

2
k+b2k)⩽1

(
a20
2

+

∞∑
k=1

e−2k2τ (a2k + b2k)

)
.

Òàê êàê

a20
2

+

∞∑
k=1

e−2k2τ (a2k + b2k) ⩽
a20
2

+

∞∑
k=1

(a2k + b2k),

òî e(W, δ, n,m) ⩽ 1 ⩽ E(W, δ, n) Îòñþäà ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà m(ã)(x) = 0
ïðè δ ⩾ 1 è ðàâåíñòâî E(W, δ, n) = 1.

Èòàê, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïðè δ < 1 ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(W, δ, n) =

√
λ̂1δ2 + λ̂2,

ãäå λ̂1 è λ̂2 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (2.4) è (2.5). Ìåòîäû

m(ã)(x) =
α0ã0
2

+

n∑
k=1

(αkãk cos kx+ βk b̃k sin kx),

ãäå α0, αk, βk, k = 1, 2, . . ., òàêèå, ÷òî

(ek
2(T−τ) − αk)

2

e2k2T λ̂2

+
α2
k

λ̂1

⩽ 1, 0 ⩽ k ⩽ n,

(ek
2(T−τ) − βk)

2

e2k2T λ̂2

+
β2
k

λ̂1

⩽ 1, 1 ⩽ k ⩽ n,

(2.10)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Ïðè δ ⩾ 1 E(W, δ, n) = 1, à ìåòîä m(â)(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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3. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, òî÷íûå íà

ïîäïðîñòðàíñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòîä m : l2 → L2(T) òî÷åí íà ìíîæåñòâå L ⊂ L2(T), åñëè
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç L èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u(·, τ) = m(Fu(·, T ))(·).

Ïðåäëîæåíèå 1 [9]. Åñëè ëèíåéíûé ìåòîä m̂ îïòèìàëüíûé íà êëàññå W è

òî÷íûé íà ìíîæåñòâå L ⊂ L2(T), ñîäåðæàùåì íîëü, òî îí îïòèìàëüíûé è íà

êëàññå W + L. Ïðè ýòîì

E(W, δ) = E(W + L, δ). (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(·) ∈ W + L, f(·) = f1(·) + f2(·), f1(·) ∈ W , f2(·) ∈ L.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(T) òàêîâà, ÷òî

∥Fu(·, T )− y(·)∥L2(T) ⩽ δ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç uj(·, ·) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ãðàíè÷íûõ ôóíê-
öèé fj(·), j = 1, 2. Ïîëîæèì y1(·) = y(·) − Fu2(·, T ). Â ñèëó òîãî, ÷òî Fu1(·, T ) −
y1(·) = Fu(·, T )− y(·), èìååì

∥Fu1(·, T )− y1(·)∥L2(T) ⩽ δ.

Èç ëèíåéíîñòè è òî÷íîñòè ìåòîäà m̂ íà L ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∥u(·, τ)− m̂(y(·))(·))∥L2(T) = ∥u1(·, τ)− m̂(y1(·))(·))∥L2(T).

Òàê êàê m̂ îïòèìàëüíûé ìåòîä íà êëàññå W , òî

∥u(·, τ)− m̂(y(·))(·))∥L2(T) ⩽ e(W, δ, m̂) = E(W, δ).

Òåì ñàìûì

e(W + L, δ, m̂) ⩽ E(W, δ).

Òàê êàê W ⊂ W + L, òî

E(W, δ) ⩽ E(W + L, δ) ⩽ e(W + L, δ, m̂) ⩽ E(W, δ).

Ñëåäîâàòåëüíî, m̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä íà êëàññå W + L è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(3.1).

Ðàññìîòðèì ìåòîäû

m(ã)(x) =
α0ã0
2

+

n∑
k=1

(αkãk cos kx+ βk b̃k sin kx),

â êîòîðûõ αk è βk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.10). Åñëè k òàêîâî, ÷òî

e2k
2(T−τ) ⩽ λ̂1,
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òî ìîæíî ïîëîæèòü αk = βk = e2k
2(T−τ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ̂1 ⩾ 1 . Òîãäà ìîæíî

ïîëîæèòü α0 = 1, αk = βk = e2k
2(T−τ) ïðè k = 1, . . . , k1, ãäå

k1 =

√ ln λ̂1

2(T − τ)

 ,

à [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.
Åñëè

e−2k2τ ⩽ λ̂2,

òî ìîæíî ïîëîæèòü αk = βk = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä

m̂(ã)(x) =
ã0
2

+

k1∑
k=1

(ãk cos kx+ b̃k sin kx)

+

k2∑
k=k1+1

(αkãk cos kx+ βk b̃k sin kx), (3.2)

ãäå

k2 =


√

ln(1/λ̂2)

2τ

 ,

à αk è βk ïðè k = k1 +1, . . . , k2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.10), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-

íûì.

Ó ìåòîäà (3.2) èìååòñÿ ðÿä äîñòîèíñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îïòèìàëüíûìè

ìåòîäàìè. Âî-ïåðâûõ, îí èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ íå î âñåõ ïðèáëèæåííûõ êîýô-

ôèöèåíòàõ Ôóðüå, à òîëüêî î òåõ, íîìåðà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò k2. Âî-âòîðûõ,

îí òî÷åí íà ïîäïðîñòðàíñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå k1.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ôóíêöèÿ f(·) ∈ Tk1

(÷åðåç Tn áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n). Òîãäà

u(x, τ)− m̂(Fu(·, T ))(x) = a0
2

+

k1∑
k=1

e−k2τ (ak cos kx+ bk sin kx)

− a0
2

−
k1∑
k=1

e−k2T (ak cos kx+ bk sin kx) = 0.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ìåòîä m̂ îïòèìàëåí íå òîëüêî íà êëàññå

BL2(T), íî è íà áîëåå øèðîêîì êëàññå BL2(T) + Tk1
.

Ïîñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó íàéòè îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è åãî ïîãðåø-

íîñòü íà êëàññå BL2(T) + Tn0
ïðè âñåõ n0 ∈ N.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ôóíêöèÿ

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)
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ïðèíàäëåæèò êëàññó BL2(T) + Tn0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
k=n0+1

(a2k + b2k) ⩽ 1. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(·) ∈ BL2(T) + Tn0 . Òîãäà f(·) = f1(·) + f2(·), ãäå
f1(·) ∈ BL2(T), à f2(·) ∈ Tn0

. Ñëåäîâàòåëüíî,

f1(x) =
a
(1)
0

2
+

n0∑
k=1

(
a
(1)
k cos kx+ b

(1)
k sin kx

)
+

∞∑
k=n0+1

(ak cos kx+ bk sin kx),

à

f2(x) =
a
(2)
0

2
+

n0∑
k=1

(
a
(2)
k cos kx+ b

(2)
k sin kx

)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî f1(·) ∈ BL2(T), èìååì

∞∑
k=n0+1

(a2k + b2k) ⩽
a
(1)
0

2

2
+

n0∑
k=1

(
a
(1)
k

2
+ b

(1)
k

2)
+

∞∑
k=n0+1

(a2k + b2k) ⩽ 1.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.3). Òîãäà ôóíêöèþ f(·) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå f(·) =
f1(·) + f2(·), ãäå

f1(x) =
∞∑

k=n0+1

(ak cos kx+ bk sin kx),

à

f2(x) =
a0
2

+

n0∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

Â ñèëó óñëîâèÿ (3.3) f1(·) ∈ BL2(T). Î÷åâèäíî, ÷òî f2(·) ∈ Tn0
. Òàêèì îáðàçîì,

f(·) ∈ BL2(T) + Tn0 .

Èç äîêàçàííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îöåíêè ñíèçó ïîãðåøíîñòè

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ E(BL2(T)+Tn0
, δ, n) ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ýêñòðåìàëü-

íóþ çàäà÷ó (ñì. (2.1), (2.2), (2.3))

∞∑
k=0

ykck → max,
n∑

k=0

ck ⩽ δ2,
∞∑

k=n0+1

xkck ⩽ 1, k = 0, 1, . . . (3.4)

Ïóñòü n0 > n. Ïîëîæèì cn+1 = ce2(n+1)2T , ck = 0, k ̸= n + 1, ãäå c > 0 - ïðîèç-

âîëüíàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà

E(BL2(T) + Tn0
, δ, n) ⩾ ce−2(n+1)2τ .

Ïîñêîëüêó ÷èñëî c ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, E(BL2(T)+Tn0
, δ, n) = +∞.

Ïóñòü 0 ⩽ n0 ⩽ n.

Åñëè íåðàâåíñòâî yn0 +
yn+1

xn+1
xk − yk ⩾ 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ k ⩽ n + 1 (ñì

ðèñóíîê 2), ïîëîæèì ck = 0 ïðè k ̸= n0, n+ 1, cn0 = δ2, cn+1 =
1

xn+1
. Ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {ck} ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (3.4). Çíà÷åíèå
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ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà

E2(BL2(T) + Tn0
, , n) = yn0

δ2 +
yn+1

xn+1
= λ̂1δ

2 + λ̂2,

ãäå

λ̂1 = yn0
, λ̂2 =

yn+1

xn+1
. (3.5)

X

Y

O x0

y0

xn0

yn0

xn+1

yn+1

Ðèñóíîê 2

Åñëè æå íåðàâåíñòâî yn0
+

yn+1

xn+1
xk − yk ⩾ 0 íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû äëÿ îäíî-

ãî çíà÷åíèÿ k(ñì ðèñóíîê 3), íàéäåì íàèìåíüøèé íîìåð k3 òàêîé, ÷òî âûðàæåíèå
yk − yn0

xk
ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

X

Y

O xn0

yn0

xn+1

yn+1

xk3

yk3

Ðèñóíîê 3

Åñëè δ2 > 1
xk3

, ïîëîæèì ck = 0 ïðè k ̸= n0, k3, cn0
= δ2 − 1

xk3

, ck3
=

1

xk3

. Ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {ck} ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (3.4). Çíà÷åíèå
ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà

E2(BL2(T) + Tn0 , δ, n) = yn0δ
2 +

yk3
− yn0

xk3

= λ̂1δ
2 + λ̂2,

ãäå

λ̂1 = yn0
, λ̂2 =

yk3
− yn0

xk3

. (3.6)
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Â ñëó÷àå 1
xk0

⩽ δ2 ⩽ 1
xk3

, íàéäåì íîìåð j òàêîé, ÷òî 1
xj+1

⩽ δ2 ⩽ 1
xj
. Ïîëîæèì

ck = 0 ïðè k ̸= j, j + 1,

cj =
δ2e2(j+1)2T − 1

e2(j+1)2T − e2j2T
,

cj+1 =
1− δ2e2j

2T

e2(j+1)2T − e2j2T
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ck} ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (3.4). Â ýòîì

ñëó÷àå çíà÷åíèå ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà

E2(BL2(T) + Tn0
, δ, n) = λ̂1δ

2 + λ̂2,

ãäå

λ̂1 =
e−2j2τ − e−2(j+1)2τ

e−2j2T − e−2(j+1)2T
, (3.7)

λ̂2 =
e−2(j+1)2τe−2j2T − e−2j2τe−2(j+1)2T

e−2j2T − e−2(j+1)2T
.

Ïðè 0 ⩽ δ2 < 1
xk0

, ïîëîæèì ck = 0 ïðè k ̸= k0, n+ 1, ck0 = δ2, cn+1 =
1− δ2e2k0

2T

e2(n+1)2T
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ck} âíîâü ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (3.4).

Çíà÷åíèå ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà

E2(BL2(T) + Tn0 , δ, n) = yk0δ
2 + yn+1

1− δ2e2k0
2T

e2(n+1)2T
= λ̂1δ

2 + λ̂2,

ãäå

λ̂1 = e2k0
2(T−τ) e

2(n+1)2τ − e2k0
2τ

e2(n+1)2τ
, (3.8)

λ̂2 =
1

e2(n+1)2τ
.

Ïóñòü n0 ⩽ n. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñíîâà ñðåäè ìåòîäîâ âèäà (2.6),

ñ÷èòàÿ, ÷òî α0 = 1 è αk = βk = ek
2(T−τ) ïðè k = 1, . . . , n0. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè

òàêèõ ìåòîäîâ íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(a0 − ã0)
2

2
+

n∑
k=1

((e−k2τak−αkãk)
2+(e−2k2τ bk−βk b̃k)

2)+
∞∑

k=n+1

e−k2τ (a2k+b2k) → max,

(a0 − ã0)
2

2
+

n∑
k=1

((e−k2Tak − ãk)
2 + (e−k2T bk − b̃k)

2) ⩽ δ2,

∞∑
k=n0+1

(a2k + b2k) ⩽ 1.

(3.9)

Ïîëîæèì u0 = a0 − ã0, uk = e−k2Tak − ãk, vk = e−k2T bk − b̃k, k = 1, 2. . . . n. Òîãäà
ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (3.9) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
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u2
0

2
+

n0∑
k=1

e2k
2(T−τ)(u2

k + v2k) +
n∑

k=n0+1

(((e−k2τ − e−k2Tαk)ak + αkuk)
2+

((e−k2τ − e−k2Tβk)bk + βkvk)
2) +

∞∑
k=n+1

e−2k2τ (a2k + b2k) → max,

u2
0

2
+

n∑
k=1

(u2
k + v2k) ⩽ δ2,

∞∑
k=n0+1

(a2k + b2k) ⩽ 1.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïðè k = n0 + 1, n0 + 2, . . . , n, ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâà, àíàëîãè÷íûå (2.9). Äëÿ âñåõ δ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà e−2k2τ ⩽
e−2(n+1)2τ ⩽ λ̂2 ïðè k ⩾ n+ 1. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

e2(W, δ, n,m) ⩽
u2
0

2
+

n0∑
k=1

e2k
2(T−τ)(u2

k + v2k)

+ Ŝλ̂1

n∑
k=n0+1

(u2
k + v2k) + Ŝλ̂2

n∑
k=n0+1

(a2k + b2k) + λ̂2

∞∑
k=n+1

(a2k + b2k),

ãäå

Ŝ = max
{
Â, B̂

}
,

à

Â = max
n0+1⩽k⩽n

(
(ek

2(T−τ) − αk)
2

e2k2T λ̂2

+
α2
k

λ̂1

)
,

B̂ = max
n0+1⩽k⩽n

(
(ek

2(T−τ) − βk)
2

e2k2T λ̂2

+
β2
k

λ̂1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óäàñòñÿ âûáðàòü αk, βk, k = n0+1, n0+2, . . . , n, òàê, ÷òî Ŝ ⩽ 1,
òî áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

e2(W, δ, n,m) ⩽
u2
0

2
+

n0∑
k=1

e2k
2(T−τ)(u2

k + v2k) + λ̂1

∞∑
k=n0+1

(u2
k + v2k) + λ̂2

⩽ λ̂1

(
u2
0

2
+

∞∑
k=1

(u2
k + v2k)

)
+ λ̂2 ⩽ λ̂1δ

2 + λ̂2.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ,òàê êàê λ̂1 ⩾ yn0
⩾ yk ïðè 0 ⩽ k ⩽ n0. Òåì

ñàìûì

e(W, δ, n,m) ⩽
√
λ̂1δ2 + λ̂2 ⩽ E(W, δ, n).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m � îïòèìàëüíûé ìåòîä, à E(W, δ, n) =

√
λ̂1δ2 + λ̂2.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå αk, βk, k = n0 + 1, n0 + 2, . . . n, ñóùåñòâóþò.
Â ñèëó âûïóêëîñòè êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè Mk = (xk, yk) äëÿ âñåõ k ⩾ 0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

−yk + λ̂1 + λ̂2xk ⩾ 0.
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Òåì ñàìûì

λ̂1 + λ̂2e
2k2T ⩾ e2k

2(T−τ)

è

ek
2(T−τ)

λ̂1 + e2k2T λ̂2

⩽
λ̂1

λ̂1 + e2k2T λ̂2

< 1, k = 1, 2, . . . , n0.

Ïîëîæèì

αk =
ek

2(T−τ)λ̂1

λ̂1 + e2k2T λ̂2

, k = n0 + 1, n0 + 2, . . . .

Òîãäà

(ek
2(T−τ) − αk)

2

e2k2T λ̂2

+
α2
k

λ̂1

=
e2k

2(T−τ)

λ̂1 + e2k2T λ̂2

⩽ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, Â ⩽ 1. Ïîëîæèâ

βk =
ek

2(T−τ)λ̂1

λ̂1 + e2k2T λ̂2

, k = n0 + 1, n0 + 2, . . . ,

ïîëó÷àåì, ÷òî B̂ ⩽ 1.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþøàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Åñëè n0 > n, òî E(BL2(T) + Tn0 , δ, n) = +∞.

Åñëè n0 ⩽ n, òî

E(BL2(T) + Tn0
, δ, n) =

√
λ̂1δ2 + λ̂2,

ãäå λ̂1 è λ̂2 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (3.5),(3.6),(3.7) è (3.8).

Äëÿ ëþáûõ αk, βk, n0 + 1 ⩽ k ⩽ n, òàêèõ, ÷òî

(ek
2(T−τ) − αk)

2

e2k2T λ̂2

+
α2
k

λ̂1

⩽ 1,

(ek
2(T−τ) − αk)

2

e2k2T λ̂2

+
α2
k

λ̂1

⩽ 1,

(3.10)

ìåòîäû

m(ã)(x) =
ã0
2

+

n0∑
k=1

ek
2(T−τ)(ãk cos kx+ b̃k sin kx) +

n∑
k=n0+1

(αkãk cos kx+ βk b̃k sin kx).

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Åñëè δ ⩾ 1, òî E(BL2(T) + Tn0
, δ, n) = 1, à ìåòîä m(ã)(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì.
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