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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-

íûõ îïåðàòîðîâ èç L2(Rd) â L2(Rd), è äëÿ íåãî ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì

âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðà íà øàðå îäíîðîäíîãî ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà Rd

ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ïî ïðèáëèæåííîé èíôîðìàöèè îá îïåðàòîðå ñ äðó-

ãèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà. Îäíîé èç âàæíûõ ìîòèâàöèé òàêîé ïîñòàíîâêè ÿâ-

ëÿåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè,

íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà

îïåðàòîðîâ íàéäåí íàáîð îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ, ïàðàìåòðèçîâàí-

íûé íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Â

êà÷åñòâå íåïîñðåäñòâåííûõ ñëåäñòâèé äîêàçàííîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíû îïòèìàëü-

íûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàíåå â ðàáîòå [1] òàêæå

ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ, íî â

íåñêîëüêî èíîé ïîñòàíîâêå. Ñàìà òåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâ-

ëåíèåì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ è îïåðàòîðîâ, âîçíèêëà â øåñòèäåñÿòûå ãîäû ïðî-

øëîãî âåêà, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ñ.À. Ñìîëÿêà [2], è ñ òåõ ïîð àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ.

×òî êàñàåòñÿ äàííîé ñòàòüè, òî îòìåòèì áëèçêèå ê íåé ðàáîòû [3]�[9].

cO Å.Î. Ñèâêîâà
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïóñòü d ∈ N. ×åðåç Rd îáîçíà÷àåì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ

íàáîðîâ èç d âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈x, ξ〉 =
∑d

i=1 xiξi,

ãäå x = (x1, . . . , xd) è ξ = (ξ1, . . . , ξd). Åâêëèäîâó íîðìó (äëèíó, ìîäóëü) âåêòîðà

ξ ∈ Rd îáîçíà÷àåì |ξ| =
√
ξ21 + . . .+ ξ2d.

Ïóñòü n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè n ⩾ 1, òî ïîëîæèì

Wn
2 (Rd) = { f(·) ∈ L2(Rd) :

∫
Rd

|ξ|2n|F [f ](ξ)|2dξ <∞},

ãäå F [f ](·) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(·).
Ïðîñòðàíñòâî Wn

2 (Rd) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñîáîëåâñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Îíî

èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

Wn
2 (Rd) = { f(·) ∈ Wn

2 (Rd) :
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2n|F [f ](ξ)|2dξ ⩽ 1 },

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ñîáîëåâñêèì êëàññîì.

Åñëè n = 0, òî W 0
2 (Rd) � åäèíè÷íûé øàð â L2(Rd).

Ïóñòü a(·) � íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà R+, a(0) = 0 è a(η) → +∞
ïðè η → +∞.

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Λa(t) : L2(Rd) → L2(Rd), t ⩾ 0, äåéñòâóþùèõ â

îáðàçàõ Ôóðüå ïî ôîðìóëàì

F [Λa(t)f(·)](ξ) = e−ta(|ξ|)F [f ](ξ) äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ∀ f(·) ∈ L2(Rd).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â L2(Rd).
Ìû ñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü ïðè t = T > 0 èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìå-

ðèòü çíà÷åíèå îïåðàòîðà Λa(T ) â ìåòðèêå L2(Rd) ñ òî÷íîñòüþ äî δ > 0, ò. å. íàì

èçâåñòíà ôóíêöèÿ g(·) ∈ L2(Rd) òàêàÿ, ÷òî

‖Λa(T )f(·)− g(·)‖L2(Rd) ⩽ δ (1)

ïðè íåêîòîðîì f(·) ∈ Wn
2 (Rd). Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû õîòèì âîññòàíîâèòü çíà÷å-

íèå îïåðàòîðà Λa(τ), ãäå 0 ⩽ τ < T .
Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà òàêîâà. Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ ìû ïîíèìàåì ëþáûå

îòîáðàæåíèÿm : L2(Rd) → L2(Rd). Ñîïîñòàâèì êàæäîìó òàêîìó ìåòîäó åãî ïîãðåø-

íîñòü, êîòîðóþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

e(τ,Wn
2 (Rd), δ,m) = sup

f(·)∈Wn
2 (Rd), g(·)∈L2(Rd),

∥Λa(T )f(·)−g(·)∥
L2(Rd)

⩽δ

‖Λa(τ)f(·)−m(g(·))(·)‖L2(Rd).

Ýòî òî �íàèõóäøåå�, ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ äàííûé ìåòîä, çíàÿ ñîîò-

íîøåíèå (1) è íå çíàÿ ôóíêöèè f(·).
Íàñ èíòåðåñóþò, ðàçóìååòñÿ, òå ìåòîäû, íà êîòîðûõ ýòà âåëè÷èíà ìèíèìàëüíà,

ò. å. òàêèå ìåòîäû m̂, ÷òî

e(τ,Wn
2 (Rd), δ, m̂) = inf

m
e(τ,W r

2 (Rd), δ,m), (2)
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ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì (ìåòîäàì) m : L2(Rd) → L2(Rd).
Òàêèå ìåòîäû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè.

Âåëè÷èíó ñïðàâà â (2) áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ è îáîçíà÷àòü E(τ,Wn
2 (Rd), δ).

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(·) ôóíêöèþ íà R+, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè:

x(ξ) = |ξ|2ne2Ta(|ξ|), y(ξ) = e2(T−τ)a(|ξ|), ξ ∈ Rd. (3)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h(·) íåïðåðûâíà, íå óáûâàåò è h(x) → +∞ ïðè

x→ +∞.

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ íàèìåíüøåé âîãíóòîé

ôóíêöèè, ìàæîðèðóþùåé ôóíêöèþ h(·). Â âûïóêëîì àíàëèçå õîðîøî èçó÷åí âîïðîñ

î ñóùåñòâîâàíèè íàèáîëüøåé âûïóêëîé ôóíêöèè, íå ïðåâîñõîäÿùåé äàííóþ. Ìû

ïðèâåäåì íóæíûå íàì ôàêòû, íî â òåðìèíàõ âîãíóòîñòè, ïîñêîëüêó åñëè ôóíêöèÿ

f(·) âîãíóòà, òî ôóíêöèÿ −f(·) âûïóêëà.
Ñ êàæäîé ôóíêöèåé φ : R → R ∪ {−∞} ñâÿæåì ìíîæåñòâà

domφ = {x ∈ R : φ(x) > −∞}

è

A(φ) = { (x, α) ∈ R× R : α ⩽ φ(x), x ∈ domφ }.

Åñëè ìíîæåñòâî A(φ) âûïóêëî, òî ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé. Ýòî ðàâíîñèëü-

íî òîìó, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Èåíññåíà

φ((1− γ)x1 + γx2) ⩾ (1− γ)φ(x1) + γφ(x2)

äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ R è γ ∈ [0, 1].
Åñëè ìíîæåñòâî A(φ) çàìêíóòî, òî ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé. Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà íà domφ, òî îíà çàìêíóòà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ h(·) îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿìîé, ïîëàãàÿ h(x) = −∞,

åñëè x < 0. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íàèìåíüøåé âîãíóòîé ìàæîðàíòû äëÿ h(·)
çâó÷èò òàê: åñëè ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ, ìàæîðèðóþùàÿ h(·), òî ñðåäè

âñåõ çàìêíóòûõ âîãíóòûõ ôóíêöèé, ìàæîðèðóþùèõ h(·), åñòü íàèìåíüøàÿ (ñì.,

íàïðèìåð, [8], ï. 2.6.3).

Ïðîâåðèì, ÷òî ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âñþäó íå ìåíüøå h(·).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ÷àñòíîå y(ξ)/x(ξ) = e−τa(|ξ|)|ξ|−2n ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ ïðè |ξ| → +∞, òî íàéäåòñÿ òî÷êà ξ∗ òàêàÿ, ÷òî y(ξ) ⩽ x(ξ), åñëè |ξ| ⩾ |ξ∗|.
À òàê êàê ôóíêöèÿ x(ξ) = |ξ|2ne2Ta(|ξ|) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè |ξ| → +∞, òî

h(x) ⩽ x äëÿ âñåõ x ∈ [x(ξ∗),+∞).

Ðàññìîòðèì àôôèííóþ ôóíêöèþ l(x) = x + y(ξ∗). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y(ξ) =
e(T−τ)a(|ξ|) ïîëîæèòåëüíà è íå óáûâàåò ïðè |ξ| → +∞, òî h(x) ⩽ y(ξ∗) ⩽ x + y(ξ∗),
åñëè x ∈ [0, x(ξ∗)), è h(x) ⩽ x < x + y(ξ∗), åñëè x ∈ [x(ξ∗),+∞). Òàêèì îáðàçîì,

h(x) ⩽ l(x) ïðè x ∈ R.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âî-

ãíóòûõ çàìêíóòûõ ôóíêöèé, ìàæîðèðóþùèõ ôóíêöèþ h(·), êîòîðóþ îáîçíà÷èì
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θτ (·) (íàñ èíòåðåñóåò çàâèñèìîñòü îò τ ýòîé ôóíêöèè; ïàðàìåòð T è ôóíêöèÿ a(·)
ôèêñèðîâàíû è ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îò íèõ íå îòìå÷àåì).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 ⩽ τ < T è δ > 0. Òîãäà

E(τ,Wn
2 (Rd), δ) = δ

√
θτ (δ−2) . (4)

Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λi = λi(τ, T, δ, a(·)), i = 1, 2, òàêèå, ÷òî
ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ω(·) íà Rd, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|ω(ξ)|2e2Ta(|ξ|)

λ1
+

|1− ω(ξ)|2

λ2 |ξ|2n
⩽ e2τa(|ξ|) (5)

äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, íåïóñòî, è äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè ω(·) ìåòîä m̂ω, îïðåäå-

ëåííûé â îáðàçàõ Ôóðüå ôîðìóëîé

F [m̂ω(g)](ξ) = ω(ξ)e(T−τ)a(|ξ|)F [g](ξ) (6)

äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ïî ïîâîäó ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû.

1) Ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ìîæíî âûäåëèòü ñåðèþ ìåòîäîâ, äëÿ êîòîðûõ

ôóíêöèè ω ðàâíû íóëþ çà ïðåäåëàìè íåêîòîðîãî êîìïàêòà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëî-

æèì

D = { ξ ∈ Rd : λ2|ξ|2ne2τa(|ξ|) ⩽ 1 }.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ω(·), óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó (5) äëÿ ï.â. ξ ∈ D è

ðàâíîé íóëþ âíå D, ìåòîä m̂ω, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

m̂ω(g(·))(·) = (K ∗ g)(·),

ãäå F [K](ξ) = ω(ξ)e(T−τ)a(|ξ|) äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

2) Îïòèìàëüíûå ìåòîäû îïðåäåëåíû êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, èç (5) ñëåäóåò,

÷òî ñîìíîæèòåëü ïðè F [g](·) â ôîðìóëå (6) åñòü ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ,
è çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå ïðèíàäëåæèò L2(Rd).

Ïî ïîâîäó ìåòîäîâ, îïðåäåëåííûõ ñâåðòêîé, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

ω(·) ðàâíà íóëþ âíå ìíîæåñòâà D, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè K(·) òàêæå
ðàâíî íóëþ âíå D è, î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíî íà D. Ñëåäîâàòåëüíî, F [K](·) ∈ L2(Rd)

è ïîýòîìó K(·) ∈ L2(Rd), à òîãäà m̂ω(g(·))(·) ∈ L2(Rd) êàê ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèé èç

L2(Rd).
3) Åñëè θτ (·) = h(·) è ôóíêöèÿ h(·) äèôôåðåíöèðóåìà, òî ÷èñëà λi, i = 1, 2 ìîãóò

áûòü íàéäåíû ÿâíî (ñì. ïðèìåðû íèæå).

Îòìåòèì åùå, ÷òî îïòèìàëüíûå ìåòîäû ëèíåéíû è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �ñãëàæè-

âàíèå� èñõîäíîãî íàáëþäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ïåðåä íåïîñðåäñòâåííûì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû äîêàæåì ñëåäóþùåå
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Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè òî÷êà x0 > 0 òàêîâà, ÷òî θτ (x0) > h(x0), òî ñóùå-

ñòâóåò êîíå÷íûé èíòåðâàë (x1, x2) ⊂ (0,+∞), ñîäåðæàùèé òî÷êó x0, òàêîé, ÷òî
θτ (xj) = h(xj), j = 1, 2, è ôóíêöèÿ θτ (·) íà (x1, x2) ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé âîçðàñ-

òàþùåé àôôèííîé ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 < x̂ < +∞. Òàê êàê ôóíêöèÿ h(·) íåïðåðûâíà, òî
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü x̂, â êîòîðîé h(·) íå ìåíüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà. Òîãäà θτ (·) â
ýòîé îêðåñòíîñòè íå ìåíüøå òîãî æå ÷èñëà è çíà÷èò, â ñèëó âîãíóòîñòè, íåïðåðûâíà

íà (0,+∞) (ñì. [10], ï. 2.6.2).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ θτ (·) íåïðåðûâíà è â íóëå, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå îíà áûëà áû íåçàìêíóòîé.

Êðîìå òîãî, âñëåäñòâèå ñâîéñòâ ôóíêöèè h(·), ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ θτ (·)
âîçðàñòàåò.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = {x ∈ R+ : θτ (x) = h(x) }

è ïîêàæåì, ÷òî îíî íåïóñòî è íåîãðàíè÷åíî.

Äîêàæåì, ÷òî 0 ∈ M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò. å. θτ (0) > h(0) = 1.
Îáîçíà÷èì c = θτ (0) − 1. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé θτ (·) è h(·) íàéäåòñÿ

îòðåçîê [0, δ] òàêîé, ÷òî θτ (x) ⩾ θ(0)− c/2 è h(x) ⩽ 1 + c/2 äëÿ âñåõ x ∈ [0, δ].
Åñëè òåïåðü ïðîâåñòè îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (0, 1 + c/2) è (δ, θτ (δ)), òî ïî-

ëó÷èì âîãíóòóþ íåïðåðûâíóþ (è òåì ñàìûì çàìêíóòóþ) ôóíêöèþ, ìàæîðèðóþùóþ

h(·) è êîòîðàÿ ìåíüøå θτ (·) íà [0, δ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè θτ (·).
Òàêèì îáðàçîì, 0 ∈ M è òåì ñàìûì M 6= ∅. Ìíîæåñòâî M , î÷åâèäíî, çàìêíóòî.

Äîêàæåì, ÷òî îíî íåîãðàíè÷åíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî îãðàíè÷åíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå ÷èñëî x̂ ∈ M .

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê ôóíêöèè θτ (·) íà [x̂,+∞) ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì
íåêîòîðîé àôôèííîé ôóíêöèè.

Ïóñòü x0 > x̂ è a = θτ (x0)− h(x0). Ñíîâà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé θτ (·) è
h(·), íàéäåòñÿ îòðåçîê [x1, x2] ⊂ (x̂,+∞), x1 < x0 < x2, òàêîé, ÷òî h(x) ⩽ h(x0)+a/2
è θτ (x) ⩾ θτ (x0) − a/2 äëÿ âñåõ x ∈ [x1, x2]. Îïðåäåëèì àôôèííóþ ôóíêöèþ l(·)
ðàâåíñòâîì

l(x) =
x2 − x

x2 − x1
θτ (x1) +

x− x1
x2 − x1

θτ (x2), x ∈ R.

ßñíî, ÷òî íà [x1, x2] ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè � îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (x1, θτ (x1))
è (x2, θτ (x2)).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ θ̂ íà R, îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé

θ̂(x) =


−∞, x ∈ (−∞, 0),

θτ (x), x /∈ [x1, x2],

l(x), x ∈ [x1, x2].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî θ̂(·) � âîãíóòàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ìàæîðèðóþùàÿ ôóíêöèþ

h(·), ïðè÷åì θ̂(x) = θτ (x) ïðè x /∈ (x1, x2), è θ̂(x) ⩽ θτ (x) ïðè x ∈ (x1, x2). Åñëè
θτ (x) > l(x) = θ̂(x) â êàêîé-íèáóäü òî÷êå x ∈ (x1, x2), òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
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θτ (·) � íàèìåíüøàÿ èç âîãíóòûõ çàìêíóòûõ ôóíêöèé, ìàæîðèðóþùèõ h(·). Ñëåäî-
âàòåëüíî, íà îòðåçêå [x1, x2] ôóíêöèÿ θτ (·) ñîâïàäàåò ñ àôôèííîé ôóíêöèåé.

Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 > x̂, ïîýòîìó íà [x̂,+∞) ãðàôèê θτ (·) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðÿìóþ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòàì k > 0 (ïîñêîëüêó h(x) → +∞ ïðè x →
+∞).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðÿìóþ y = k1x, x ∈ R+, ãäå 0 < k1 < k. Àíàëîãè÷íî

ïðåäûäóùåìó, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà x′ > x̂ òàêàÿ, ÷òî h(x) ⩽ k1x äëÿ

âñåõ x ∈ [x′,+∞). Ïîëîæèì

θ′(x) =


−∞, x ∈ (−∞, 0),

θτ (x), x ∈ [0, x′),

k1(x− x′) + θ(x′), x ∈ [x′,+∞).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî θ′(·) � íåïðåðûâíàÿ íà R+ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, ìàæîðèðóþùàÿ

ôóíêöèþ h(·). Íà èíòåðâàëå [x′,+∞) ôóíêöèÿ θτ (·), î÷åâèäíî, èìååò âèä θτ (x) =
k(x−x′)+θτ (x′) è ïîýòîìó äëÿ âñåõ x èç ýòîãî èíòåðâàëà θτ (x)−θ′(x) = (k−k1)(x−
x′) > 0 â ïðîòèâîðå÷èè ñ òåì, ÷òî θτ (·) � íàèìåíüøàÿ èç âîãíóòûõ çàìêíóòûõ

ôóíêöèé, ìàæîðèðóþùèõ h(·). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ è òåì ñàìûì ìíîæåñòâî

M íåîãðàíè÷åíî.

Ïóñòü òî÷êà x0 > 0 òàêîâà, ÷òî θτ (x0) > h(x0) è ïóñòü (x1, x2) � ìàêñèìàëüíûé

èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé x0, ãäå θτ (x) > h(x). Ýòîò èíòåðâàë êîíå÷åí â ñèëó íåîãðà-

íè÷åííîñòè M è íà åãî êîíöàõ θτ (·) ñîâïàäàåò ñ h(·). Äëÿ êàæäîé òî÷êè ýòîãî

èíòåðâàëà ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü, ãäå θτ (·) ñîâïàäàåò ñ àôôèííîé ôóíêöèåé è

çíà÷èò, íà âñåì èíòåðâàëå θτ (·) ñîâïàäàåò ñ àôôèííîé ôóíêöèåé.

Òåïåðü ïðèñòóïèì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Îáùàÿ ñõåìà ðàñ-

ñóæäåíèé òàêîâà. Ìû ñíà÷àëà äîêàæåì íåðàâåíñòâî

E(τ,Wn
2 (Rd), δ) ⩾ δ

√
θτ (δ−2), (7)

à çàòåì ïîêàæåì, ÷òî ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ (6) ðàâíà âåëè÷èíå ñïðàâà â (7). Îòñþäà

áóäåò ñëåäîâàòü îïòèìàëüíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ è ðàâåíñòâî (4).

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

E(τ,Wn
2 (Rd), δ) ⩾ sup

f(·)∈Wn
2 (Rd),

∥Λa(T )f(·)∥
L2(Rd)

⩽δ

‖Λa(τ)f(·)‖L2(Rd). (8)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f0(·) ∈ Wn
2 (Rd) è ‖Λa(T )f0(·)‖L2(Rd) ⩽ δ. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ

−f0(·) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì ñîîòíîøåíèÿì, è òîãäà äëÿ ëþáîãî m : L2(Rd) →
L2(Rd)

2‖Λa(τ)f0(·)‖L2(R) = ‖Λa(τ)f0(·)−m(0)(·)− (Λa(τ)(−f0(·))−m(0)(·))‖L2(R)

⩽ 2 sup
f(·)∈Wn

2 (Rd),
∥Λa(T )f(·)∥

L2(Rd)
⩽δ

‖Λa(τ)f(·)−m(0)(·)‖L2(Rd)

⩽ 2 sup
f(·)∈Wn

2 (Rd), g(·)∈L2(Rd),

∥Λa(T )f(·)−g(·)∥
L2(Rd)

⩽δ

‖Λa(τ)f(·)−m(g(·))(·)‖L2(Rd) = 2e(τ,Wn
2 (Rd), δ,m).
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Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì ôóíêöèÿì f(·) òàêèì, ÷òî f(·) ∈Wn
2 (Rd) è

‖Λa(T )f(·)‖L2(Rd) ⩽ δ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

sup
f(·)∈Wn

2 (Rd),

∥Λa(T )f(·)∥
L2(Rd)

⩽δ

‖Λa(τ)f(·)‖L2(Rd) ⩽ e(τ,Wn
2 (Rd), δ,m).

Ìåòîä m áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî è ïîýòîìó ïåðåõîäÿ ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî

âñåì ìåòîäàì m, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (8).

Âåëè÷èíà ñïðàâà â (8) åñòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

‖Λa(τ)f(·)‖L2(Rd) → max, ‖Λa(T )f(·)‖L2(Rd) ⩽ δ,

1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2n|F [f ](ξ)|2dξ ⩽ 1, f(·) ∈ Wn
2 (Rd), (9)

ò. å. òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ïðè äàííûõ îãðàíè÷å-

íèÿõ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ

‖Λa(t)f(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd

e−2ta(|ξ|)|F [f ](ξ)|2 dξ.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷èì, ÷òî êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (9) ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé

çàäà÷è

1

(2π)d

∫
Rd

e−2τa(|ξ|)|F [f ](ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd

e−2Ta(|ξ|)|F [f ](ξ)|2 dξ ⩽ δ2,

1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2n|F [f ](ξ)|2 dξ ⩽ 1, f(·) ∈ Wn
2 (Rd) (10)

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó íà ìíîæåñòâå êîíå÷íûõ ïîëîæèòåëü-

íûõ ìåð âèäà dµf (E) = (2π)−d
∫
E
|F [f ](ξ)|2 dξ íà σ-àëãåáðå Σ èçìåðèìûõ ïî Ëå-

áåãó ïîäìíîæåñòâ Rd, êîãäà f(·) ïðîáåãàåò âñå äîïóñòèìûå ôóíêöèè. Íî óäîáíî

ðàññìîòðåòü åå ðàñøèðåííûé âàðèàíò, êîãäà ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âñå êîíå÷íûå

ïîëîæèòåëüíûå ìåðû íà Σ. Ýòî áóäåò çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ

êîòîðîé õîðîøî èçâåñòíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

øåíèÿ (òåîðåìà Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà, ñì., íàïðèìåð, [11]). Íåòðóäíî íàéòè ðå-

øåíèå ýòîé çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ëèáî îäíó, ëèáî äâå δ-ôóíêöèè Äèðàêà.

Ìîæíî âûáðàòü δ-îáðàçíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ â çàäà÷å (10) ôóíêöèé,

àïïðîêñèìèðóþùóþ ðåøåíèå ðàñøèðåííîé çàäà÷è. Ýòî äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ çà-

äà÷è (10), êîòîðàÿ, êàê îêàçûâàåòñÿ, ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ðàñøèðåííîé çàäà÷è,

ò. å. çíà÷åíèÿ çàäà÷è (10) è åå ðàñøèðåíèÿ îäèíàêîâû. Îïóñêàÿ âñå ýòè ðóòèííûå

ðàññóæäåíèÿ (êîòîðûå â ðàçíûõ âàðèàíòàõ èñïîëüçîâàëèñü è ðàíåå, ñì., íàïðèìåð,

[5], [6]), ìû ñðàçó ïðåäúÿâëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ äàåò íóæíóþ îöåíêó.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ δ-îáðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ôóí-
êöèÿ ξ 7→ x(ξ) ðàâíà íóëþ â íóëå è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè |ξ| → +∞. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ äàííîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ξ0 = ξ0(δ) òàêîå, ÷òî x(ξ0) = |ξ0|2ne2Ta(|ξ0|) =
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δ−2. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: y(ξ0) = θτ (x(ξ0)) è y(ξ0) <
θτ (x(ξ0)) (íàïîìíèì, θτ (·) � íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âîãíóòûõ çàìêíóòûõ ôóíêöèé,

ìàæîðèðóþùèõ ôóíêöèþ h(·)).

1) Ïóñòü y(ξ0) = θτ (x(ξ0)). Äëÿ êàæäîãî k ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç □k êóá â Rd,

îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd, äëÿ êîòîðûõ ξ0i ⩽ ξi ⩽ ξ0i+1/k, åñëè
ξ0i ⩾ 0 è ξ0i − 1/k ⩽ ξi ⩽ ξ0i, åñëè ξ0i < 0.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ψk(·), k ∈ N, ïî ôîðìóëàì

ψk(ξ) =


(
|ξ0|+

√
d

k

)−n

(2πk)d/2, ξ ∈ □k;

0, ξ /∈ □k.

ßñíî, ÷òî ýòè ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò L2(Rd). Ïîëîæèì φk = F−1[ψk], ãäå F
−1

� îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(Rd), è ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè φk, k ∈ N,
äîïóñòèìû â çàäà÷å (10).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ ∈ □k, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî |ξ0| ⩽ |ξ| ⩽ |ξ0|+
√
d/k è òîãäà,

ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ξ0 è òî, ÷òî e−2Ta(|ξ|) ⩽ e−2Ta(|ξ0|), áóäåì èìåòü

1

(2π)d

∫
Rd

e−2Ta(|ξ|)|F [φk](ξ)|2 dξ =
(
|ξ0|+

√
d

k

)−2n

kd
∫
□k

e−2Ta(|ξ|) dξ

⩽
(
|ξ0|+

√
d

k

)−2n

e−2Ta(|ξ0|) =

(
|ξ0|+

√
d

k

)−2n

δ2|ξ0|2n < δ2

è

1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2n|F [φk](ξ)|2 dξ =
(
|ξ0|+

√
d

k

)−2n

kd
∫
□k

|ξ|2n dξ

⩽
(
|ξ0|+

√
d

k

)−2n(
|ξ0|+

√
d

k

)2n

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φk(·) äîïóñòèìà â çàäà÷å (10).
Îöåíèì çíà÷åíèÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â ýòîé çàäà÷å íà ýòèõ ôóíê-

öèÿõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e−2τa(|ξ|) ⩾ e−2τa(|ξ0|+
√
d/k), ïîëó÷àåì

1

(2π)d

∫
Rd

e−2τa(|ξ|)|F [φk](ξ)|2 dξ

=

(
|ξ0|+

√
d

k

)−2n

kd
∫
□k

e−2τa(|ξ|) dξ ⩾
(
|ξ0|+

√
d

k

)−2n

e−2τa(|ξ0|+
√
d/k).

ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà ñïðàâà ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

|ξ0|−2n e−2τa(|ξ0|) =
θτ (x(ξ0))

x(ξ0)
= δ2θτ (δ

−2).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (10) íå ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû è òåì ñàìûì â

ñëó÷àå y(ξ0) = θτ (x(ξ0)) ïîëó÷åíà îöåíêà (7).
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2) Ïóñòü y(ξ0) < θτ (x(ξ0)). Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó ïðåäëîæåíèþ ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé èíòåðâàë (x(ξ1), x(ξ2)) ⊂ (0,+∞), ñîäåðæàùèé òî÷êó x(ξ0), òàêîé, ÷òî
θτ (x(ξj)) = y(ξj), j = 1, 2, è ôóíêöèÿ θτ (·) íà [x(ξ1), x(ξ2)] ñîâïàäàåò ñ âîçðàñòàþ-

ùåé àôôèííîé ôóíêöèåé

l(x(ξ)) =
x(ξ2)− x(ξ)

x(ξ2)− x(ξ1)
y(ξ1) +

x(ξ)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
y(ξ2), ξ ∈ Rd.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç □j,k, j = 1, 2 êóáû â Rd, îáðàçîâàííûå âåê-

òîðàìè ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd, äëÿ êîòîðûõ ξji ⩽ ξi ⩽ ξji + 1/k, åñëè ξji ⩾ 0 è

ξji − 1/k ⩽ ξi ⩽ ξji, åñëè ξji < 0. ßñíî, ÷òî □1,k ∩□2,k = ∅ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

k. Ïîëîæèì

K1 =
x(ξ2)− x(ξ0)

x(ξ2)− x(ξ1)

(
|ξ1|

|ξ1|+
√
d/k

)2n

e2Ta(|ξ1|),

K2 =
x(ξ0)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)

(
|ξ2|

|ξ2|+
√
d/k

)2n

e2Ta(|ξ2|).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ψk(·), k ∈ N, ïî ôîðìóëàì

ψk(ξ) =


(2πk)d/2δ

√
K1, ξ ∈ □1,k;

(2πk)d/2δ
√
K2, ξ ∈ □2,k;

0, ξ /∈ □1,k ∪□2,k.

ßñíî, ÷òî ýòè ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò L2(Rd). Ïîëîæèì φk = F−1[ψk], ãäå F
−1

� îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(Rd), è ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè φk, k ∈ N,
äîïóñòèìû â çàäà÷å (10).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ ∈ □j,k j = 1, 2, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî |ξj | ⩽ |ξ| ⩽ |ξj |+
√
d/k

è òîãäà, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî e−2Ta(|ξ|) ⩽ e−2Ta(|ξj |), áóäåì èìåòü

1

(2π)d

∫
Rd

e−2Ta(|ξ|)|F [φk](ξ)|2 dξ = δ2kdK1

∫
□k,1

e−2Ta(|ξ|) dξ + δ2kdK2

∫
□k,2

e−2Ta(|ξ|) dξ

⩽ δ2
(
K1e

−2Ta(|ξ1|) +K2e
−2Ta(|ξ2|)

)
⩽ δ2

(
x(ξ2)− x(ξ0)

x(ξ2)− x(ξ1)

(
|ξ1|

|ξ1|+
√
d/k

)2n

+
x(ξ0)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)

(
|ξ2|

|ξ2|+
√
d/k

)2n
)

⩽ δ2
(
x(ξ2)− x(ξ0)

x(ξ2)− x(ξ1)
+
x(ξ0)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)

)
= δ2
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è

1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2n|F [φk](ξ)|2 dξ = δ2kdK1

∫
□1,k

|ξ|2n dξ + δ2kdK2

∫
□2,k

|ξ|2n dξ

⩽ δ2K1

(
|ξ1|+

√
d/k
)2n

+ δ2K2

(
|ξ2|+

√
d/k
)2n

= δ2
(
x(ξ2)− x(ξ0)

x(ξ2)− x(ξ1)
|ξ1|2ne2Ta(|ξ1|) +

x(ξ0)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
|ξ2|2ne2Ta(|ξ2|)

)
= δ2

(
x(ξ2)− x(ξ0)

x(ξ2)− x(ξ1)
x(ξ1) +

x(ξ0)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
x(ξ2)

)
= δ2x(ξ0) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φk(·) äîïóñòèìà â çàäà÷å (10).
Îöåíèì çíà÷åíèÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â ýòîé çàäà÷å íà ýòèõ ôóíê-

öèÿõ. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî e−2τa(|ξ|) ⩾ e−2τa(|ξj |+
√
d/k), ïîëó÷àåì

1

(2π)d

∫
Rd

e−2τa(|ξ|)|F [φk](ξ)|2 dξ = δ2kdK1

∫
□k1

e−2τa(|ξ|) dξ + δ2kdK2

∫
□k2

e−2τa(|ξ|) dξ

⩾ δ2

(
x(ξ2)− x(ξ0)

x(ξ2)− x(ξ1)

(
|ξ1|

|ξ1|+
√
d/k

)2n

e2Ta(|ξ1|)−2τa(|ξ1|+
√
d/k)

+
x(ξ0)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)

(
|ξ2|

|ξ2|+
√
d/k

)2n

e2Ta(|ξ2|)−2τa(|ξ2|+
√
d/k)

)

Âûðàæåíèå ñïðàâà ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

δ2
(
x(ξ2)− x(ξ0)

x(ξ2)− x(ξ1)
y(ξ1) +

x(ξ0)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
y(ξ2)

)
= δ2θτ (x(ξ0)) = δ2θτ (δ

−2).

Çíà÷èò, çíà÷åíèå çàäà÷è (10) íå ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû, è ýòèì äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

(7) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è

îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λi, i = 1, 2 òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî ôóíêöèé ω(·),
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (5), áûëî íå ïóñòî. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, íåòðóä-

íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó∣∣∣∣ω(ξ)− λ1
λ1 + λ2|ξ|2ne2Ta(|ξ|)

∣∣∣∣
⩽

√
λ1λ2 e

−(T−τ)a(|ξ|) |ξ|n

λ1e−2Ta(|ξ|) + λ2|ξ|2n
√
λ1e−2Ta(|ξ|) + λ2|ξ|2n − e−2τa(|ξ|) (11)

äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

η(ξ) = −e−2(T−τ)a(|ξ|) + λ1 + λ2|ξ|2ne2Ta(|ξ|), ξ ∈ Rd.
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Ôóíêöèÿ ïîä çíàêîì êîðíÿ îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè η(·) íà ïîëîæèòåëüíûé ìíîæè-

òåëü. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû âåëè÷èíà ñïðàâà â (11) áûëà îïðåäåëåíà, ôóíêöèÿ

η(·) äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíà äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Rd. Èòàê, λ1 > 0, λ2 > 0 íóæíî

âûáðàòü òàê, ÷òîáû

−e−2(T−τ)a(|ξ|) + λ1 + λ2|ξ|2ne2Ta(|ξ|) ⩾ 0, ∀ ξ ∈ Rd.

Ó÷èòûâàÿ (3), ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y(ξ) ⩽ λ1 + λ2x(ξ), ξ ∈ Rd.

Ïóñòü ñíà÷àëà y(ξ0) = θτ (x(ξ0)). Òàê êàê ôóíêöèÿ θτ (·) âîãíóòà è íåïðåðûâíà, òî
ìíîæåñòâî îïîðíûõ ïðÿìûõ ê θτ (·) â òî÷êå x(ξ0) (ò. å. òàêèõ àôôèííûõ ôóíêöèé

p(·), ÷òî p(x(ξ0)) = θτ (x(ξ0)) è p(x) ⩾ θτ (x) äëÿ ëþáîãî x ∈ R), íåïóñòî (ñì. [11]).
Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ îïîðíóþ ïðÿìóþ p̂(·). Î÷åâèäíî, îíà èìååò âèä p̂(x) = λ1+

λ2x äëÿ ëþáîãî x ∈ R. Ïîñêîëüêó θτ (·) âîçðàñòàåò, òî λ2 > 0, à λ1 = p(0) ⩾ θτ (0) = 1
(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîêàçàíî â ïðåäëîæåíèè).

Äàëåå, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Rd

y(ξ) ⩽ θτ (x(ξ)) ⩽ p̂(x(ξ)) = λ1 + λ2x(ξ),

ò. å. −y(ξ) + λ1 + λ2x(ξ) ⩾ 0 è çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ (3),

−e−2(T−τ)a(|ξ|) + λ1 + λ2|ξ|2ne2Ta(|ξ|) ⩾ 0, ∀ ξ ∈ Rd.

Ïóñòü òåïåðü y(ξ0) < θτ (x(ξ0)). Êàê ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èíòåð-

âàë (x(ξ1), x(ξ2)) ⊂ (0,+∞), ñîäåðæàùèé òî÷êó x(ξ0), òàêîé, ÷òî θτ (x(ξi)) = y(ξi),
i = 1, 2, è ôóíêöèÿ θτ (·) íà [x(ξ1), x(ξ2)] ñîâïàäàåò ñ âîçðàñòàþùåé àôôèííîé ôóíê-
öèåé

l(x(ξ)) =
x(ξ2)− x(ξ)

x(ξ2)− x(ξ1)
y(ξ1) +

x(ξ)− x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
y(ξ2)

=
y(ξ2)− y(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
x(ξ) +

y(ξ1)x(ξ2)− y(ξ2)x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
, ξ ∈ Rd.

Ïîëîæèì

λ1 =
y(ξ1)x(ξ2)− y(ξ2)x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
=
θ(x(ξ1))x(ξ2)− θ(x(ξ2))x(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
;

λ2 =
y(ξ2)− y(ξ1)

x(ξ2)− x(ξ1)
=
θ(x(ξ2))− θ(x(ξ1))

x(ξ2)− x(ξ1)
,

è òîãäà l(x(ξ)) = λ1 + λ2x(ξ).
Ïîñêîëüêó l(·) âîçðàñòàåò, òî λ2 > 0. Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî θ(x(ξ)) ⩽ l(x(ξ))

ïðè ξ ∈ Rd è çíà÷èò, λ1 = l(x(0)) ⩾ θ(x(0)) = y(0) = 1.

Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå èìååì

y(ξ) ⩽ θ(x(ξ)) ⩽ l(x(ξ)) = λ1 + λ2x(ξ), ξ ∈ Rd.

Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ω(·), óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (5), íå ïóñòî.
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Äîêàæåì òåïåðü îïòèìàëüíîñòü ìåòîäîâ (6). Ïóñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ω(·) óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (5) äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd. Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà m̂ω.

Äëÿ ëþáûõ f(·) ∈ Wn
2 (Rd) è g(·) ∈ L2(Rd) òàêèõ, ÷òî ‖Λa(T )f(·)− g(·)‖L2(Rd) ⩽ δ

èìååì ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ (îáîçíà÷àÿ, äëÿ êðàòêîñòè, z(ξ) = e−Ta(|ξ|)F [f ](ξ) −
F [g](ξ)

‖Λa(τ)f(·)−m̂ω(g)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd

|e−τa(|ξ|)F [f ](ξ)−ω(ξ)e(T−τ)a(|ξ|)F [g](ξ)|2 dξ

=
1

(2π)d

∫
Rd

e−2τa(|ξ|)|(1− ω(ξ))F [f ](ξ) + ω(ξ)eTa(|ξ|)z(ξ)|2 dξ. (12)

Îöåíèì ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì ñïðàâà

â (12). Èìååì äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd

e−2τa(|ξ|)|(1− ω(ξ))F [f ](ξ) + ω(ξ)eTa(|ξ|)z(ξ)|2

= e−2τa(|ξ|)
∣∣∣∣1− ω(ξ)√
λ2 |ξ|n

√
λ2 |ξ|n F [f ](ξ) +

ω(ξ)√
λ1

√
λ1 e

Ta(|ξ|)z(ξ)

∣∣∣∣2
⩽ e−2τa(|ξ|)

(
|1− ω(ξ)|2

λ2 |ξ|2n
+

|ω(ξ)|2e2Ta(|ξ|)

λ1

)(
λ2 |ξ|2n|F [f ](ξ)|2 + λ1|z(ξ)|2

)
. (13)

Ñîãëàñíî (5) ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåðâûõ ìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðà-

âåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd.

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, áóäåì èìåòü

1

(2π)d

∫
Rd

(λ2 |ξ|2n|F [f ](ξ)|2 + λ1|z(ξ)|2) dξ

=
λ2

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2n|F [f ](ξ)|2 dξ + λ1
(2π)d

∫
Rd

|e−Ta(|ξ|)F [f ](ξ)− F [g](ξ)|2 dξ

⩽ λ2 + λ1δ
2.

Â ñèëó âûáîðà λ1 è λ2, â êàæäîì èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ (y(ξ0) = θτ (x(ξ0))

è y(ξ0) < θτ (x(ξ0))) ïîëó÷àåì

λ2 + λ1δ
2 =

θτ (x(ξ0))

x(ξ0)
= δ2θ(δ−2).

Òîãäà èç ýòîãî ðàâåíñòâà, ïðåäûäóùåé îöåíêè, (12) è (13) ñëåäóåò, ÷òî

‖Λa(τ)f(·)− m̂ω(g)(·)‖2L2(R) ⩽
θ(x(ξ0))

x(ξ0)
= δ2θτ (δ

−2).

Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ f(·) ∈ Wn
2 (Rd) è g(·) ∈ L2(Rd), äëÿ êîòîðûõ

‖Λa(T )f − g(·)‖L2(Rd) ⩽ δ, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

e(τ,Wn
2 (Rd), δ, m̂ω) ⩽

√
θτ (x(ξ0))

x(ξ0)
= δ
√
θτ (δ−2).
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Îòñþäà è èç äîêàçàííîé îöåíêè (7) çàêëþ÷àåì, ÷òî√
θτ (x(ξ0))

x(ξ0)
= δ
√
θτ (δ−2) ⩽ E(τ,Wn

2 (Rd), δ) ⩽ e(τ,Wn
2 (Rd), δ, m̂ω)

⩽
√
θτ (x(ξ0))

x(ξ0)
= δ
√
θτ (δ−2).

Ýòèì äîêàçàíû ðàâåíñòâî (4) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäîâ (6).

Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â Rd. Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà íà Rd îïèñûâà-

åòñÿ óðàâíåíèåì
∂u

∂t
= ∆u

(∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rd è (t, x) 7→ u(t, x) � ôóíêöèÿ íà [0,+∞)×Rd) ñ íà÷àëü-

íûè ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû u(0, ·) = f(·).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f(·) ∈ L2(Rd). Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàííîå çàäà÷è äàåòñÿ

äëÿ âñåõ t > 0 èíòåãðàëîì Ïóàññîíà

u(t, x) = u(t, x; f(·)) = 1

2
√
πt

∫
Rd

e−
|x−y|2

4t f(y) dy

è ïðè ýòîì u(t, ·; f(·)) → f(·) ïðè t→ 0 â ìåòðèêå L2(Rd).
Èòàê, ìû èìååì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Λ(t) : L2(Rd) → L2(Rd), Λ(t)f(·) = u(t, ·) è,

êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

èìååò âèä

F [Λ(t)f(·)](ξ) = F [u(t, x; f(·))](ξ) = e−t|ξ|2F [f ](ξ) äëÿ ï.â. ξ ∈ Rd.

Òàêèì, îáðàçîì, åñëè ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè òåìïå-

ðàòóðû â Rd â ìîìåíò âðåìåíè τ > 0 ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ

òåìïåðàòóðû ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé f(·) ∈ Wn
2 (Rd), èçâåñòíîìó òî÷íî èëè ïðèáëè-

æåííî â ìîìåíò âðåìåíè T > τ , òî åå ðåøåíèå äàåòñÿ äîêàçàííîé òåîðåìîé ïðè

a(|ξ|) = |ξ|2, ξ ∈ Rd.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå{
∆u = 0,

u(·, 0) = f(·),

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rd+1 è f(·) ∈ L2(Rd), çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè

ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u(·, ·) â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå { (x, y) ∈ Rd+1 : y > 0 }
òàêîé, ÷òî u(·, y) ∈ L2(Rd) äëÿ ëþáîãî y > 0, supy>0 ‖u(·, y)‖L2(Rd) < ∞ è u(·, y) →
f(·) ïðè y → 0 â ìåòðèêå L2(Rd).

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå åäèíñòâåííî è âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

Ïóàññîíà (ñì. [12])

u(x, y) = u(x, y; f) =
Γ((d+ 1)/2)

π(d+1)/2

∫
Rd

yf(t)

(|x− t|2 + y2)(d+1)/2
dt.
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Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ìû èìååì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Λ(y) : L2(Rd) →
L2(Rd), Λ(y)f(·) = u(·, y), êîòîðûå â îáðàçàõ Ôóðüå èìåþò âèä

F [Λ(y)f ](ξ) = F [u(x, y; f)](ξ) = e−y|ξ|F [f ](ξ).

Ïóñòü ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(·) ∈Wn
2 (Rd). Åñëè ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì

âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ãèïåðïëîñêîñòè y = b > 0
ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè, èçâåñòíîìó òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî íà

ãèïåðïëîñêîñòè y = B > b, òî åå ðåøåíèå äàåòñÿ äîêàçàííîé çäåñü òåîðåìîé, êîãäà

a(|ξ|) = |ξ|, ξ ∈ Rd.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ θτ (·) = h(·) è h(·) � äèô-

ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, êàê îòìå÷åíî âûøå, êîýôôèöèåíòû λ1, λ2 ìîãóò

áûòü íàéäåíû ÿâíî.

Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

λ1 =
n+ 2τ |ξ0|2

n+ 2T |ξ0|2
e2(T−τ)|ξ0|2 , λ2 =

2(T − τ)

|ξ0|2n−2(n+ 2T |ξ0|2)
e−2τ |ξ0|2

è ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(τ,Wn
2 (Rd), δ) = δe(T−τ)|ξ0|2 ,

ãäå ξ0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

|ξ0|neT |ξ0|2 =
1

δ
,

à â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå

λ1 =
n+ b|ξ0|
n+B|ξ0|

e2(B−b)|ξ0|, λ2 =
B − b

|ξ0|2n−1(n+B|ξ0|)
e−2b|ξ0|

è

E(b,Wn
2 (Rd), δ) = δe(B−b)|ξ0|,

ãäå ξ0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

|ξ0|neB|ξ0| =
1

δ
.
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