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Введение

Данное учебное пособие входит в серию учебно-методи​ческих разработок кафедры «Высшая математика», призванных способствовать овладению студентами теоретическими основами материала и появлению у них навыков решения задач по основным разделам курса математики. Оно предназначено для студентов МАИ и преподавателей. В пособии рассмотрены следующие вопросы: функции 
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 переменных, область определения, геометрическое истолкование; частные производные первого и высших порядков; полный дифференциал и его применение; дифференцирование сложных функций; неявные функции и их дифференцирование; касательная плоскость и нормаль к поверхности; экстремумы и нахождение наибольших и наименьших значений функций многих переменных. Пособие предназначено главным образом для использования во время практических занятий по математическому анализу и в качестве задачника для самостоятельной работы, а также для проведения контрольных работ у студентов дневного и вечернего отделений всех факультетов. 
В первом разделе приведены некоторые основные понятия и определения, а также расчетные формулы и примеры решения задач по указанным темам, а во втором разделе помещены 28 вариантов индивидуальных расчетных заданий. Среди задач — отыскание области определения функции двух переменных, вычисление частных производных и полного дифференциала, применение полного дифференциала к приближенным вычислениям, дифференцирование сложных и неявных функций, построение касательной плоскости и нормали к поверхности, исследование функции многих переменных на экстремум, отыскание наибольшего и наименьшего значений функции в ограниченной замкнутой области.

1. Основные определения, расчетные формулы
и разбор примеров

1.1. Понятие функции многих переменных

Произвольный упорядоченный набор из 
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Пусть 
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поставлено в соответствие некоторое действительное число 
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, то говорят, что на множестве 
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 задана числовая функция 
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. Множество 
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 называется областью определения функции 
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,  а множество 
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,  состоящее из всех чисел вида 
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В частном случае, когда 
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 может рассматриваться как функция точек плоскости 
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 в трехмерном геометрическом пространстве с фиксированной декартовой системой координат. Графиком этой функции называется множество точек пространства
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представляющее собой некоторую поверхность в 
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Линией уровня функции 
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на плоскости 
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, в точках которой функция сохраняет постоянное значение 
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. Поверхностью уровня функции трех переменных 
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в точках которой функция сохраняет постоянное значение 
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Пример 1. Найти область определения функции
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Решение. Функция определена при 
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. Следовательно, областью определения функции является замкнутый круг единичного радиуса с центром в начале координат.

1.2. Частные производные

Частные производные первого порядка
Рассмотрим функцию двух переменных 
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Этот предел называется частной производной (первого порядка) данной функции по переменной 
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 в точке 
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Частные производные вычисляются по обычным правилам и формулам дифференцирования, при этом все переменные, кроме одной, рассматриваются как постоянные («замораживаются»).

Пример 2. Найти частные производные функции

[image: image47.wmf](

)

  

arcsin  0.

x

y

zy

=>


Решение. Считая величину 
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 постоянной, получаем
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Считая величину  
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 постоянной, получаем
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Частные производные высших порядков

Пусть 
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 есть функция двух переменных 
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 и 
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. Частными производными второго порядка функции 
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 называются частные производные от  ее частных производных первого порядка, если они существуют.

Частные производные второго порядка обозначаются следующим образом:
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Аналогично определяются и обозначаются частные производные более высокого порядка. Частная производная второго или более высокого порядка, взятая по нескольким различным переменным, называется смешанной частной производной. Относительно смешанных частных производных имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Две смешанные частные производные одной и той же функции, отличающиеся лишь порядком дифференцирования, равны между собой при условии их  непрерывности.

Пример 3. Найти частную производную 
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Решение. Имеем   
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Пример 4. Пусть  
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Тогда 
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Таким образом, значение второй смешанной производной в этом примере зависит от порядка дифференцирования. Это происходит из-за того, что обе производные 
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1.3. Полный дифференциал и его применение

Пусть дана функция двух переменных 
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Полезно отметить следующий геометрический факт: полное приращение функции 
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 равно приращению аппликаты графика функции 
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Функция 
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где 
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 дифференцируема в данной точке, то ее полным дифференциалом (или просто дифференциалом) называется главная часть полного приращения этой функции, линейная относительно 
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Легко доказать, что справедливы равенства


[image: image98.wmf](

)

(

)

(

)

/

, , , ,

z

x

x

Axyxyfxy

¶

¶

==



[image: image99.wmf](

)

(

)

(

)

/

, , , .

z

y

y

Bxyxyfxy

¶

¶

==


Отсюда следует, что для дифференциала функции 
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Замечание. Важно отметить, что из существования частных производных первого порядка, вообще говоря, не следует существование полного дифференциала (т. е. дифференцируемость функции многих переменных). Однако если предположить, что эти частные производные не только существуют, но и непрерывны в окрестности точки 
[image: image102.wmf](

)

, 

xy

, то функция 
[image: image103.wmf](

)

, 

zfxy

=

 в точке 
[image: image104.wmf](

)

, 

xy

 дифференцируема. В то же время даже из дифференцируемости всюду функции нескольких переменных, вообще говоря, не следует непрерывность ее первых производных.
Заменяя приближенно приращение функции ее дифференциалом (в предположении достаточной малости значений 
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Отсюда имеем
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Все изложенное распространяется на функции трех и более переменных.

Пример 5. Вычислить приближенно 
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Решение. Искомое число будем рассматривать как значение функции 
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получаем
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Следовательно,
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1.4. Дифференцирование сложных функций

Случай одной независимой переменной

Пусть 
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тоже дифференцируема, и ее производная 
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Пусть теперь 
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 есть функция одной переменной 
[image: image136.wmf]x

. Этот случай сводится к предыдущему, где роль переменной 
[image: image137.wmf]t

 играет 
[image: image138.wmf]x

. Полная производная функции 
[image: image139.wmf]z

 по переменной 
[image: image140.wmf]x

 равна


[image: image141.wmf]    
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Пример 6. Найти 
[image: image142.wmf]dz

dt

, если 
[image: image143.wmf]25
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,  где 
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, 
[image: image145.wmf]3
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Решение. Имеем   
[image: image146.wmf]25
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[image: image148.wmf]cos,
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[image: image149.wmf]2
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[image: image150.wmf](
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Пример 7. Найти частную производную 
[image: image151.wmf]z
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 и полную производную 
[image: image152.wmf],
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 если 
[image: image153.wmf]3
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 а 
[image: image154.wmf]2
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Решение. Имеем 
[image: image155.wmf]3
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[image: image156.wmf]3

3,

z

xy

y

xe

¶

¶

=

   
[image: image157.wmf]2

,

4

dy

dx

x

x

=

+



[image: image158.wmf]2
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Случай нескольких независимых переменных

Предположим теперь, что 
[image: image159.wmf](
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, где 
[image: image160.wmf](
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[image: image161.wmf](
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. Тогда 
[image: image162.wmf]z

 есть сложная функция двух независимых переменных 
[image: image163.wmf]u

 и 
[image: image164.wmf]v

. Частные производные этой сложной функции находятся по формулам


[image: image165.wmf]     
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[image: image166.wmf]     
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Эти формулы обобщаются на случай сложной функции любого конечного числа аргументов.

Пример 8. Найти частные производные 
[image: image167.wmf]z
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 и 
[image: image168.wmf]z
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, если 
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=×

.
Решение. Имеем     
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[image: image179.wmf](
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1.5. Неявные функции и их дифференцирование

Пусть 
[image: image180.wmf](

)
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Fxy

 — дифференцируемая функция двух переменных 
[image: image181.wmf]x

 и 
[image: image182.wmf]y

, и пусть уравнение 
[image: image183.wmf](
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 определяет 
[image: image184.wmf]y

 как функцию 
[image: image185.wmf]x

. Первая производная этой неявной функции 
[image: image186.wmf]()

yyx
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 в точке 
[image: image187.wmf]0
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 может быть вычислена по формуле

[image: image188.wmf](
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при условии, что 
[image: image189.wmf](
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[image: image190.wmf]00
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  и  
[image: image191.wmf](
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. Производные высших порядков вычисляются последовательным дифференцированием этой формулы.
Пусть теперь 
[image: image192.wmf](
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 — дифференцируемая функция трех переменных 
[image: image193.wmf]x

, 
[image: image194.wmf]y

 и 
[image: image195.wmf]z

, и пусть уравнение 
[image: image196.wmf](
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 определяет 
[image: image197.wmf]z

 как функцию независимых переменных 
[image: image198.wmf]x

 и 
[image: image199.wmf]y

. Частные производные этой неявной функции 
[image: image200.wmf](
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 в точке 
[image: image201.wmf](
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 могут быть вычислены по формулам
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[image: image203.wmf](
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при условии, что 
[image: image204.wmf](
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[image: image205.wmf](
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[image: image206.wmf](
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Пример 9. Найти частные производные 
[image: image207.wmf]z
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 и 
[image: image208.wmf]z

y

¶

¶

, если 
[image: image209.wmf]z

 определяется, как функция от 
[image: image210.wmf]x

 и 
[image: image211.wmf]y

, из уравнения


[image: image212.wmf]322
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Решение. Обозначим левую часть данного уравнения через  
[image: image213.wmf](
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Отсюда получаем


[image: image217.wmf](
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[image: image218.wmf](
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1.6. Касательная плоскость и нормаль к поверхности

Касательной плоскостью к поверхности в ее точке 
[image: image219.wmf]0

M

 называется плоскость, содержащая в себе все касательные к кривым, проведенным на поверхности через эту точку. Точка 
[image: image220.wmf]0

M

 называется точкой касания. Нормалью к поверхности называется прямая, перпендикулярная к касательной плоскости и проходящая через точку касания.
Если поверхность задана уравнением 
[image: image221.wmf](
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,  то уравнение касательной плоскости в точке 
[image: image222.wmf](
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 поверхности имеет вид

[image: image223.wmf](
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где  
[image: image224.wmf]x

, 
[image: image225.wmf]y

, 
[image: image226.wmf]z

 — координаты текущей точки касательной плоскости, 
[image: image227.wmf]0

x

, 
[image: image228.wmf]0

y

, 
[image: image229.wmf]0

z

 — координаты точки касания 
[image: image230.wmf](
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Нормаль к поверхности в точке 
[image: image231.wmf](
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 определяется уравнениями

[image: image232.wmf](
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В случае задания поверхности в явной форме 
[image: image233.wmf](
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 уравнение касательной плоскости в точке 
[image: image234.wmf](
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[image: image235.wmf](
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а уравнения нормали — 


[image: image236.wmf](
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Пример 10. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image237.wmf]cos

xy

ze
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 в точке 
[image: image238.wmf](
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Решение. Начнем с нахождения частных производных функции 
[image: image239.wmf](
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  и их значений в точке 
[image: image240.wmf]0
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[image: image244.wmf](
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Напишем уравнение касательной плоскости:


[image: image245.wmf](
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или


[image: image246.wmf]20.
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Теперь напишем уравнения нормали:
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Пример 11. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image249.wmf]222
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 в точке 
[image: image250.wmf](
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Решение. Наша поверхность может быть задана уравнением 
[image: image251.wmf](
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Найдем частные производные функции 
[image: image253.wmf](
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  и их значения в точке 
[image: image254.wmf]0
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[image: image257.wmf]/
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[image: image259.wmf]/
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[image: image260.wmf](
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Напишем уравнение касательной плоскости:


[image: image261.wmf](
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или


[image: image262.wmf]54280.

xyz

++-=


Теперь напишем уравнения нормали:


[image: image263.wmf]236
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1.7. Экстремум функции двух переменных

Говорят, что функция 
[image: image264.wmf](
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 имеет локальный максимум (соотв., локальный минимум) в точке 
[image: image265.wmf](
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, если существует такая окрестность точки 
[image: image266.wmf]0
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, для всех точек 
[image: image267.wmf](
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 которой выполняется неравенство 
[image: image268.wmf](
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 (соотв., 
[image: image269.wmf](

)

(

)

0

fMfM

£

). (Локальный) максимум или минимум функции называется ее (локальным) экстремумом. Точка 
[image: image270.wmf]0

M

, в которой функция имеет экстремум, называется точкой экстремума. Справедлива следующая теорема.

Теорема 2 (необходимые условия экстремума). Если функция 
[image: image271.wmf](
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 в точке 
[image: image272.wmf](
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 имеет экстремум, то в этой точке либо обе ее частные производные первого порядка равны нулю: 
[image: image273.wmf](
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, 
[image: image274.wmf](
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, либо хотя бы одна из этих частных производных не существует.
Пример 12. Функция 
[image: image275.wmf]22
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 имеет максимум в точке 
[image: image276.wmf](
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[image: image277.wmf](
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[image: image278.wmf](
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 при 
[image: image279.wmf]22
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. При этом первые частные производные этой функции в точке 
[image: image280.wmf](
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 не существуют.
Точки, в которых обе частные производные первого порядка одновременно равны нулю или хотя бы одна из этих производных не существует, называются критическими точками. 
Не всякая критическая точка функции является ее точкой экстремума. Поэтому для нахождения экстремумов функции необходимо каждую критическую точку функции исследовать дополнительно.
Теорема 3 (достаточные условия экстремума). Пусть в некоторой окрестности точки 
[image: image281.wmf](
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 являющейся критической точкой функции 
[image: image282.wmf](,)
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, эта функция имеет непрерывные частные производные до второго порядка включительно. Обозначим 
[image: image283.wmf](
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[image: image284.wmf](
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[image: image285.wmf](
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 Тогда:

1) если 
[image: image286.wmf]2
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[image: image287.wmf]0
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, то функция 
[image: image288.wmf](,)
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 имеет в точке 
[image: image289.wmf]0

M

 максимум;
2) если 
[image: image290.wmf]2
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 и 
[image: image291.wmf]0
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, то функция 
[image: image292.wmf](,)
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 имеет в точке 
[image: image293.wmf]0
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 минимум;
3) если 
[image: image294.wmf]2
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, то функция 
[image: image295.wmf](,)
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 в точке 
[image: image296.wmf]0

M

 экстремума не имеет;
4) если 
[image: image297.wmf]2

0

ACB

-=

, то вопрос об экстремуме в точке 
[image: image298.wmf]0

M

 остается открытым (требуются дополнительные исследования).
Пример 13. Исследовать на экстремум функцию

[image: image299.wmf]33
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Решение. Имеем

[image: image300.wmf]2
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Для определения критических точек функции составляем систему уравнений


[image: image305.wmf]2
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Решая эту систему, получаем точки 
[image: image306.wmf](
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 и 
[image: image307.wmf](
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Для точки 
[image: image308.wmf]1

M

 имеем 
[image: image309.wmf]2
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. Как следствие, экстремума в точке 
[image: image310.wmf]1
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  нет.

Для точки 
[image: image311.wmf]2

M

 имеем 
[image: image312.wmf]2
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, а 
[image: image313.wmf]60
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. Следовательно, в точке 
[image: image314.wmf]2
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 функция имеет минимум

[image: image315.wmf](
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1.8. Наибольшее и наименьшее значения функции

Если функция 
[image: image316.wmf](
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 непрерывна в ограниченной замкнутой области, она достигает своих наибольшего и наименьшего значений. Эти значения достигаются или в критической точке,  или в граничной точке области. Чтобы найти наибольшее и наименьшее значения непрерывной функции в ограниченной замкнутой области 
[image: image317.wmf]D

, надо:
1) найти критические точки и значения функции в этих точках;

2) найти наибольшее и наименьшее значения функции на границе 
[image: image318.wmf]D

¶

 области 
[image: image319.wmf]D

;

3) из всех найденных значений выбрать наибольшее и наименьшее.

Пример 14. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image320.wmf]222
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 в круге 
[image: image321.wmf]222
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Решение. Найдем первые частные производные исследуемой функции. Имеем 
[image: image322.wmf]2
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, 
[image: image323.wmf]2
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. Решая систему уравнений


[image: image324.wmf]2  0,
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находим одну критическую точку 
[image: image325.wmf](
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, в которой


[image: image326.wmf](
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Найдем теперь наибольшее и наименьшее значения функции на границе, то есть на окружности 
[image: image327.wmf]222
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. Для точек этой  окружности исследуемую функцию можно представить как функцию одной переменной 
[image: image328.wmf]x

. Поскольку 
[image: image329.wmf]222
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[image: image330.wmf](
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причем 
[image: image331.wmf]axa
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. Таким образом, наша задача сводится к нахождению наибольшего и наименьшего значений функции одной переменной 
[image: image332.wmf]22
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 на отрезке 
[image: image333.wmf][, ]
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Найдем критические точки функции 
[image: image334.wmf]22
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, принадлежащие интервалу 
[image: image335.wmf](, )
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,  и вычислим ее значения в этих точках и на концах интервала. Поскольку 
[image: image336.wmf]/
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,  решая уравнение 
[image: image337.wmf]40
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, получаем 
[image: image338.wmf]0
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  и 
[image: image339.wmf]2
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Далее, находим 
[image: image340.wmf]2
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  и  
[image: image341.wmf]2

()3

zaa

=

.
Итак, функция 
[image: image342.wmf]222
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 достигает наибольшего значения, равного 
[image: image343.wmf]2
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,  в точках  
[image: image344.wmf](
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[image: image345.wmf](
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 окружности 
[image: image346.wmf]222
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 и наименьшего значения, равного 
[image: image347.wmf]2

a

,  в точках  
[image: image348.wmf](

)

3

0,

Ma

-

 и 
[image: image349.wmf](
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 той же окружности.
2. Варианты индивидуальных заданий
Вариант 1

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image350.wmf]Oxy

 область определения функции  
[image: image351.wmf]3

5

ln

x

y

z

-

-

=

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image352.wmf]z
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, 
[image: image353.wmf]z
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 от функции


[image: image354.wmf]32
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image355.wmf](
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Задача 4. Вычислить 
[image: image356.wmf]22
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 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image357.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением

[image: image358.wmf](
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image359.wmf]z
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, 
[image: image360.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image361.wmf](
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image362.wmf]22
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 где 
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[image: image364.wmf]sin
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[image: image365.wmf]?
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image366.wmf]2ln40
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 в точке  
[image: image367.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image368.wmf]22

1

zxxyyxy

=++++-

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image369.wmf](
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 в ограниченной замкнутой области, ограниченной линиями: 
[image: image370.wmf]0

x

=

, 
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Вариант 2

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image373.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image374.wmf]cos
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image375.wmf]z
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, 
[image: image376.wmf]z
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 от функции


[image: image377.wmf](
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image378.wmf]2
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.

Задача 4. Вычислить 
[image: image379.wmf](
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 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image380.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image381.wmf](
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image382.wmf]z
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, 
[image: image383.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image385.wmf]22
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 где 
[image: image386.wmf]sin,
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[image: image387.wmf]arccos;
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[image: image388.wmf]?
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image389.wmf]22
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 в точке 
[image: image390.wmf](

)

0

1, 1, 1

M

-

.                                             

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image391.wmf]2
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image392.wmf]22
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 в треугольнике, ограниченном прямыми: 
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Вариант 3
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image396.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image397.wmf](
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image398.wmf]z
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, 
[image: image399.wmf]z
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 от функции
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции

[image: image401.wmf]tglnctg
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.
Задача 4. Вычислить 
[image: image402.wmf](
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 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image403.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image404.wmf](
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image405.wmf]z
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, 
[image: image406.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image407.wmf](
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Задача 7. Вычислить производные сложной функции:


[image: image408.wmf]sincos
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,  где 
[image: image409.wmf],

u

v

x

=

  
[image: image410.wmf]32
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[image: image411.wmf],

z

u

¶

¶
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image413.wmf]22
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 в точке 
[image: image414.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image415.wmf]22
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image416.wmf]22
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 в прямоугольнике с вершинами: 
[image: image417.wmf](
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Вариант 4
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image421.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image422.wmf]2
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image423.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image424.wmf]z
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 от функции
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image426.wmf]/
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.

Задача 4. Вычислить 
[image: image427.wmf]3
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×

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image428.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image429.wmf]sincoscos20.
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image430.wmf]z
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, 
[image: image431.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image432.wmf]333
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции: 

[image: image433.wmf]4
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 где 
[image: image434.wmf](
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[image: image435.wmf]2
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[image: image436.wmf]?

dz
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image437.wmf]232
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 в точке 
[image: image438.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image439.wmf]22
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image440.wmf](
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 в прямоугольнике, ограниченном прямыми: 
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Вариант 5

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image445.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image446.wmf]2
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image447.wmf]z
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, 
[image: image448.wmf]z
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 от функции


[image: image449.wmf]arctg
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image450.wmf]22
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.

Задача 4. Вычислить 
[image: image451.wmf](

)

(

)

22

2,964,07

+

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image452.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image453.wmf](
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image454.wmf]z
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, 
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 от неявной функции, заданной уравнением
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z

y

xz

=×

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image457.wmf](
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[image: image458.wmf]cos
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image461.wmf]333
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 в точке  
[image: image462.wmf](
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Задача 9.  Исследовать функцию 
[image: image463.wmf]33
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image464.wmf]22
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 в области: 
[image: image465.wmf]0
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Вариант 6

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image468.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image469.wmf]lnln
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image470.wmf]z
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, 
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 от функции
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image473.wmf](
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Задача 4. Вычислить 
[image: image474.wmf](
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 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image475.wmf]dy
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 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image476.wmf]22
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.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image477.wmf]z
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, 
[image: image478.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image480.wmf]1
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 где 
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image484.wmf](
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 в точке  
[image: image485.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image486.wmf]3222
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image487.wmf]2
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 в ограниченной замкнутой области, ограниченной линиями: 
[image: image488.wmf]0
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Вариант 7
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image491.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image492.wmf]22
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image493.wmf]z
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, 
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 от функции
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции
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.

Задача 4. Вычислить 
[image: image497.wmf](
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 приближенно с помощью полного дифференциала.   
Задача 5. Найти производную 
[image: image498.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image499.wmf](
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image500.wmf]z
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, 
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 от неявной функции, заданной уравнением
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции:

[image: image503.wmf]2
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,  где 
[image: image504.wmf]sin
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[image: image505.wmf]2
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image507.wmf]32
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 в точке 
[image: image508.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image509.wmf]22
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image510.wmf]22
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=+--+

 в треугольнике, ограниченном прямыми: 
[image: image511.wmf]5

x

=

, 
[image: image512.wmf]0

y

=

, 
[image: image513.wmf]1

xy

-=

.

Вариант 8
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image514.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image515.wmf](

)

32

1 ln1

zxy

=-+-

.    
Задача 2. Найти частные производные 
[image: image516.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image517.wmf]z

y

¶

¶

 от функции

[image: image518.wmf]3

ln

ln

  1  

x

y

z

æö

=+

ç÷

èø

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image519.wmf] 2  cos

x

y

zxy

=+

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image520.wmf](

)

3

3

4

0,971,05

×

 приближенно с помощью полного дифференциала.                                             

Задача 5. Найти производную 
[image: image521.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image522.wmf]sinlncosln0.

xyyx

×+×=


Задача 6. Найти частные производные 
[image: image523.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image524.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image525.wmf]2

3490

xzyzz

-+-=

.

Задача 7. Вычислить производные сложной функции:


[image: image526.wmf]34

xy

ze

-

=

, где 
[image: image527.wmf]cos2

xu

=

, 
[image: image528.wmf]33

yuv

=+

;  
[image: image529.wmf],

z

u

¶

¶

 
[image: image530.wmf]?

z

v

¶

¶

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image531.wmf]22

4

xzzy

+=

 в точке  
[image: image532.wmf](

)

0

2, 0, 1

M

-

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image533.wmf]22

  69

zxxyyxy

=++--

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image534.wmf]22

  1216

zxyxy

=+-+

 в заданной области: 
[image: image535.wmf]22

 

 25

xy

+£

.                                             

Вариант 9

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image536.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image537.wmf]cos

xy

y

z

-

=

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image538.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image539.wmf]z

y

¶

¶

 от функции

[image: image540.wmf]2

ln

y

x

zxy

æö

ç÷

ç÷

èø

=+

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image541.wmf]arctg

x

xy

z

+

=

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image542.wmf](

)

2

3

3,0011,002

×

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image543.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image544.wmf](

)

cossin0.

xyyx

×--=


Задача 6. Найти частные производные 
[image: image545.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image546.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image547.wmf](

)

.

tg

z

xzey

+=


Задача 7. Вычислить производную сложной функции:

[image: image548.wmf](

)

arcsin,

zxy

=-

 где 
[image: image549.wmf](

)

ln1,

xt

=+

 
[image: image550.wmf]3

;

4

yt

=

 
[image: image551.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image552.wmf](

)

2

11

zyx

=++

 в точке 
[image: image553.wmf](

)

0

0, 1, 2

M

.                                        

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image554.wmf]33

861

zxyxy

=+-+

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image555.wmf]322

242

zxxyxy

=++-

 в ограниченной замкнутой области, ограниченной лини​ями: 
[image: image556.wmf]2

yx

=

, 
[image: image557.wmf]4

y

=

.

Вариант 10

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image558.wmf]Oxy

 область определения функции 

[image: image559.wmf](

)

(

)

2222

41

zxyxy

=--+-

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image560.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image561.wmf]z

y

¶

¶

 от функции

[image: image562.wmf](

)

2

ln

zxy

=+

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image563.wmf]2tg

x

y

zxy

=+×

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image564.wmf](

)

(

)

22

4,052,93

+

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image565.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image566.wmf]2

20.

xy

x

xeyex

×-×+=


Задача 6. Найти частные производные 
[image: image567.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image568.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image569.wmf]22223

3

xyzxyzxyz

++-=

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:

[image: image570.wmf]1

arctg

xy

xy

z

+

+

=

,  где 
[image: image571.wmf]2

1

xt

=+

, 
[image: image572.wmf]sin

yt

=

;  
[image: image573.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image574.wmf]22

220

zxxyz

++-=

 в точке 
[image: image575.wmf](

)

0

1, 0, 1

M

.                                             

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image576.wmf]33

2236 4

zxyxy

=+-+

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image577.wmf]22

zxxyy

=-+

 в заданной области: 
[image: image578.wmf]||||  1

xy

+£

.

Вариант 11

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image579.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image580.wmf]22

ln

4

x

xy

z

--

=

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image581.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image582.wmf]z

y

¶

¶

 от функции

[image: image583.wmf](

)

2

4

3

ln

zxyxy

=×+

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image584.wmf]lnctg

x

y

z

=

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image585.wmf](

)

3

4

ln1,003  0,98  1

+-

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image586.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image587.wmf](

)

1

1
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e

x

ye

-

+=

.
Задача 6. Найти частные производные 
[image: image588.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image589.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image590.wmf](

)

222

23sin90

xyzxyzxy

+++-+-=

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:

[image: image591.wmf](

)

lnln

zxy

=×

,  где 
[image: image592.wmf]sin,

xt

=

 
[image: image593.wmf](

)

5

arccos

yt

=

;  
[image: image594.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image595.wmf]232

2

zxyxy

=+-

 в точке 
[image: image596.wmf](

)

0

1, 1, 0

M

.                                        

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image597.wmf]3222

25

zxxyxy

=+++

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image598.wmf]22

54

zxxyyx

=-+-

 в ограниченной замкнутой области, ограниченной линиями: 
[image: image599.wmf]1

x

=-

, 
[image: image600.wmf]1

y

=-

, 
[image: image601.wmf]10

xy

+-=

.                                             

Вариант 12

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image602.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image603.wmf]lnlnsin

zxy

=+

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image604.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image605.wmf]z

y

¶

¶

 от функции

[image: image606.wmf]23

arctg1

zxy

=+-

.
Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image607.wmf]arcsin

y

xy

z

+

=

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image608.wmf](

)

(

)

32

2,0092,007

×

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image609.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image610.wmf]1

2

arcsin0.

x

yy

xy

++=


Задача 6. Найти частные производные 
[image: image611.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image612.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image613.wmf](

)

2

ln

xyzzy

+=-

.

Задача 7. Вычислить производные сложной функции:

[image: image614.wmf](

)

26

ln

xy

zee

=+

,  где 
[image: image615.wmf]yxx

=

;  
[image: image616.wmf],

z

x

¶

¶

 
[image: image617.wmf]?

dz

dx

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image618.wmf]222

169

xyz

++=

 в точке  
[image: image619.wmf](

)

0

3, 4, 12

M

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image620.wmf](

)

1

zxyxy

=+-

 на экстремум.                                             

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image621.wmf]22

3

zxyxy

+

=+-

 в ограниченной замкнутой области, ограниченной линиями: 
[image: image622.wmf]0

x

=

, 
[image: image623.wmf]0

y

=

, 
[image: image624.wmf]1

xy

+=

.

Вариант 13

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image625.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image626.wmf]1

2

||

x

zyx

=-

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image627.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image628.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image629.wmf] lncos

y

x

z

æö

=-

ç÷

èø

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image630.wmf](

)

(

)

lnctg

zxxy

=+

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image631.wmf](

)

2

1,04ln1,02

+

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image632.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image633.wmf](

)

22

arctg0.

xyxy

-

+=


Задача 6. Найти частные производные 
[image: image634.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image635.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image636.wmf]3323

546 0

zxyyzx

++--=

.

Задача 7. Вычислить производные сложной функции:


[image: image637.wmf]arctg

u

v

z

=

, где 
[image: image638.wmf],

sin

uxy

=×

 
[image: image639.wmf]cos

vyx

=×

;  
[image: image640.wmf],

z

x

¶

¶

 
[image: image641.wmf]?

z

y

¶

¶

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image642.wmf]22

2

zxyxy

=++

 в точке 
[image: image643.wmf](

)

0

1, 1, 4

M

.                                        

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image644.wmf]33

865

zxyxy

=+--

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image645.wmf]22

2321

zxxyyxy

=-++++

 в треугольнике, ограниченном осями координат и прямой 
[image: image646.wmf]50

xy

++=

.

Вариант 14

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image647.wmf]Oxy

 область определения функции

[image: image648.wmf]2222

24

zxyxxy

=+----

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image649.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image650.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image651.wmf](

)

arccosln

x

y

z

=

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image652.wmf]2

arctg

1

y

x

z

+

=

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image653.wmf](

)

2

0,02

2,035

e

+×

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image654.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением

[image: image655.wmf](
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2

1

lntg.

y

xye
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image656.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image657.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image658.wmf]2

1

yzxzxy

++=

.

Задача 7. Вычислить производные сложной функции:


[image: image659.wmf]ln

y

zx

=

, где 
[image: image660.wmf](

)

sin

xuv

=

, 
[image: image661.wmf](

)

2

cos

yvu

=-

;  
[image: image662.wmf],

z

u

¶

¶

 
[image: image663.wmf]?
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v
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=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image664.wmf]2

210

xyxyz

--=

 в точке 
[image: image665.wmf](

)

0

1, 1, 1

M

.                                             

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image666.wmf](

)

2

2

zxyxy

=--

 
[image: image667.wmf](

)

  0,   0

xy

>>

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image668.wmf]33

31

zxxyy

=++-

 в заданной области: 
[image: image669.wmf]02

x

££

, 
[image: image670.wmf]12

y

-££

.
Вариант 15

Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image671.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image672.wmf](

)

22

()ln

zxyxy

=+×-

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image673.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image674.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image675.wmf](

)

cos

sin

y

zx

=

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image676.wmf](

)

lntg

zxy

=

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image677.wmf](

)

(

)

32

1,020,97

×

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image678.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image679.wmf](

)

ln
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.
Задача 6. Найти частные производные 
[image: image680.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image681.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image682.wmf](

)

2

cos  

x

xz

eyz

=

.

Задача 7. Вычислить производные сложной функции:


[image: image683.wmf](

)

22

ln

zxyxx

=+-

,  где 
[image: image684.wmf]sin

xt

=

,  
[image: image685.wmf]1

t

t

y

+

=

;  
[image: image686.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image687.wmf]ln

x

y

zy

=+

 в точке 
[image: image688.wmf](

)

0

1, 1, 1

M

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image689.wmf]32

6

zxxyxy

+

=+

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image690.wmf]22

24

zxxyyx

=+--

 в треугольнике, ограниченном прямыми: 
[image: image691.wmf]1,

yx

=+

 
[image: image692.wmf]0

y

=

, 
[image: image693.wmf]3

x

=

.
Вариант 16
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image694.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image695.wmf](
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2

ln
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yx

z
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=

. 

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image696.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image697.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image698.wmf]cos

xy

xy

z
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-

=

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image699.wmf]3
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zyx
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èø

=-

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image700.wmf](

)

2

3

1,04

0,98

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image701.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image702.wmf]22

arctg

y

x

xy

+

=

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image703.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image704.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image705.wmf]223

41  0

yxzyz

+--=

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image706.wmf]sin

zxyx

=+

, где 
[image: image707.wmf]2

tg3

xtt

æö

ç÷

èø

=+

, 
[image: image708.wmf](

)

ctg21

yt

=+

;  
[image: image709.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image710.wmf]22

zxy

=+

 в точке 
[image: image711.wmf](

)

0

3, 4, 5

M

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image712.wmf]32

31262

zxyxy

=+-+-

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image713.wmf]22

6122

zxxyy

=-+-

 в ограниченной замкнутой области, ограниченной лини​ями: 
[image: image714.wmf]0

x

=

, 
[image: image715.wmf]0

y

=

, 
[image: image716.wmf]5210

xy

+=

. 

                                          Вариант 17
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image717.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image718.wmf](

)

2

2

1ln

zxyx

=-+×

. 

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image719.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image720.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image721.wmf](

)

2

3

ln

zxy

=

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image722.wmf]costgctg

zxyyx

=×+×

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image723.wmf](

)

(

)

33

1,021,97

+

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image724.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image725.wmf]2

arctg0

xyy

aa

+

-=

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image726.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image727.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image728.wmf]  ln1

zz

xy

=+

.

Задача 7. Вычислить производные сложной функции:


[image: image729.wmf]arcsin

x

y

z

=

, где 
[image: image730.wmf]3

1

yx

=+

; 
[image: image731.wmf],

z

x

¶

¶

 
[image: image732.wmf]?

dz

dx

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image733.wmf]3

xyza

=

 в точке 
[image: image734.wmf]0

2

2, , 

a

Maa

æö

ç÷

èø

.                                             

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image735.wmf]22

9610

zxxyyxy

=-++--

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image736.wmf](

)

2

4

zxyxy

=--

 в треугольнике, ограниченном прямыми: 
[image: image737.wmf]0,

x

=

 
[image: image738.wmf]0,

y

=

 
[image: image739.wmf]6

xy

+=

.

Вариант 18
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image740.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image741.wmf](

)

2

arcsinarccos1

y

x

zx

=+-

. 

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image742.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image743.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image744.wmf]2

  arctg

y

x

z

=

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image745.wmf]ctg

sin3

x

zey

=

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image746.wmf](

)

2

0,08

1,96

e

×

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image747.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image748.wmf](

)

(

)

2222

2

2

0

xyaxy

+--=

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image749.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image750.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image751.wmf]333

23330

xyzxyzy

++--+=

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image752.wmf](

)

2

  tg2

zxxy

=+-

, где 
[image: image753.wmf]1

t

x

=

, 
[image: image754.wmf]yt

=

;  
[image: image755.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image756.wmf](

)

ln22

zxyxy

=++-

 в точке  
[image: image757.wmf](

)

0

1, 1, 1

M

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image758.wmf](

)

22

4

zxyxy

=---

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image759.wmf]22

22

32

xy

zxye

æö

ç÷

èø

--

=+×

 в круге 
[image: image760.wmf]22

  4

xy

+£

.                                             

Вариант 19
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image761.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image762.wmf]2

22

222

ln

R

xy

zxyR

+

=++-

. 

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image763.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image764.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image765.wmf]22

2

y

xy

z

-

=

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image766.wmf]/

sin

xy

zxye

=+×

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image767.wmf]3

ln1,07  0,96  1

æö

ç÷

èø

+-

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image768.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image769.wmf]22444

xyxya

-=

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image770.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image771.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image772.wmf]arctg

zx

y

zx

-

=+

.

Задача 7. Вычислить производные сложной функции:


[image: image773.wmf]3

arctg

x

y

z

=

, где 
[image: image774.wmf]sin

xuv

=×

, 
[image: image775.wmf]cos

yuv

=×

;  
[image: image776.wmf],

z

u

¶

¶

 
[image: image777.wmf]?

z

v

¶

¶

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image778.wmf]222

436

xyz

++=

 в точке  
[image: image779.wmf](

)

0

4, 1,4

M

-

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image780.wmf]22

63287

zyyxx

=----

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image781.wmf]2

2341

zxxyyx

=++--

 в прямоугольнике: 
[image: image782.wmf]01

x

££

, 
[image: image783.wmf]02

y

££

.

Вариант 20
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image784.wmf]Oxy

 область определения функции    
[image: image785.wmf](

)

(

)

2

1

11

yx

z

-+

=

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image786.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image787.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image788.wmf]3

2

 cos43

zxy

æö

ç÷

èø

=-

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image789.wmf]arcsin

x

xy

z

+

=

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image790.wmf](

)

(

)

23

2,0033,004

×

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image791.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image792.wmf](

)

22

222

ln0

xyxyb

+++-=

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image793.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image794.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image795.wmf]2

ln1

zyzx

=+-

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image796.wmf]1

2

ln

x

y

z

=

, где 
[image: image797.wmf]2

tg

xt

=

, 
[image: image798.wmf]3

2

ctg

t

y

=

;  
[image: image799.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image800.wmf](

)

sin

zxxy

=×-

 в точке 
[image: image801.wmf](

)

0

1, 1, 0

M

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image802.wmf](

)

22

2

xy

zexy

-

=×-

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image803.wmf](

)

(

)

22

22

2211

zxyxy

=++-+-

 в треугольнике, ограниченном прямыми: 
[image: image804.wmf]0,

x

=

 
[image: image805.wmf]0,

y

=

 
[image: image806.wmf]10

xy

+-=

.

Вариант 21
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image807.wmf]Oxy

 область определения функции

[image: image808.wmf]1

22

x

zxy

=--

.

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image809.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image810.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image811.wmf](

)

arccos

zyx

=

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image812.wmf](

)

2

3

2

4cos

x

zeyx

=×-

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image813.wmf](

)

(

)

22

3,013,96

+

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image814.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image815.wmf]ln

xyya

-=

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image816.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image817.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image818.wmf]2

tgsincos0

x

zxye

++-=

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image819.wmf]2

x

y

zxy

=+

, где 
[image: image820.wmf](

)

2

ln

xtt

=+

, 
[image: image821.wmf]10

t

y

=

;  
[image: image822.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image823.wmf]222

xyz

+=

 в точке  
[image: image824.wmf](

)

0

3, 4,5

M

--

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image825.wmf]32

63964

zxyxyxy

=+--++

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image826.wmf]22

41083

zxyxyxy

=++---

 в области: 
[image: image827.wmf]02,

x

££

 
[image: image828.wmf]33

y

-££

.                                             

Вариант 22
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image829.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image830.wmf]ln

zxy

=

. 

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image831.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image832.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image833.wmf]22

11

zxy

=-+-

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image834.wmf](

)

lncos2tg

zxy

=+

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image835.wmf]1,02

0,95

arctg

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image836.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением

[image: image837.wmf]1

x

yy

=+

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image838.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image839.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением

[image: image840.wmf]arcsin  0

z

x

z

y

e

-=

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image841.wmf]2

2

sin

sin

  ,

x

y

z

=

 где 
[image: image842.wmf]  ln

xt

=

,  
[image: image843.wmf]  

t

yte

=×

;  
[image: image844.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image845.wmf]22

2

zxy

=+

 в точке  
[image: image846.wmf](

)

0

2, 1, 6

M

-

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image847.wmf]22

6

zxyxyy

=--+

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image848.wmf](

)

5

zxyxy

=--

 в треугольнике: 
[image: image849.wmf]0,

x

³

 
[image: image850.wmf]0,

y

³

 
[image: image851.wmf]5

xy

+£

.

Вариант 23
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image852.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image853.wmf]2

4

1

3

y

x

z

-

-

æö

=

ç÷

èø

. 

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image854.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image855.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image856.wmf]22

arccos

zyx

=-

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image857.wmf]22

sin3cos4

zxy

=+

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image858.wmf](

)

(

)

22

6,038,04

+

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image859.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image860.wmf]22

lnarctg

y

x

xya

+=×

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image861.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image862.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image863.wmf]32

320

zxzxy

+-=

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image864.wmf]2

xy

xy

z

+

=

, где 
[image: image865.wmf](

)

2

tg1

xt

=+

, 
[image: image866.wmf](

)

4

ctg1

yt

=-

;  
[image: image867.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image868.wmf]32

31

zxyz

-=

 в точке 
[image: image869.wmf]7

0

6

1, , 2

M

æö

ç÷

èø

.

Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image870.wmf](

)

2

/2

x

zexy

=×+

 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image871.wmf]22

1

zxxyyxy

=-+++-

 в области: 
[image: image872.wmf]0,

x

£

 
[image: image873.wmf]0,

y

£

 
[image: image874.wmf]3

xy

+³-

.
Вариант 24
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image875.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image876.wmf](

)

2

22

4

ln1

xy

xy

z

-

--

=

. 

Задача 2. Найти частные производные 
[image: image877.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image878.wmf]z

y

¶

¶

 от функции


[image: image879.wmf](

)

lnsin23

zxy

=-

.

Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image880.wmf]2

3

xy

ze

-

=

.

Задача 4. Вычислить 
[image: image881.wmf](

)

2

4

1,03

0,96

 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image882.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением

[image: image883.wmf]arctg0

xyy

-+=

.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image884.wmf]z

x

¶

¶

, 
[image: image885.wmf]z

y

¶

¶

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image886.wmf]222

82280

zzxzxy

--+++=

.

Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image887.wmf]33

sincos

zxyyx

=+

, где 
[image: image888.wmf]2

3

xtt

=-

, 
[image: image889.wmf]2

1

t

t

y

-

=

;  
[image: image890.wmf]?

dz
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=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image891.wmf]33

zxy
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 в точке  
[image: image892.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image893.wmf]3222
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image894.wmf]22
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x
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 в заданной области: 
[image: image895.wmf]  0
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,  
[image: image896.wmf]22

  1
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Вариант 25
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image897.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image898.wmf](
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image899.wmf]z
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, 
[image: image900.wmf]z
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 от функции


[image: image901.wmf](
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image902.wmf]ln
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.

Задача 4. Вычислить 
[image: image903.wmf](
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 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image904.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image905.wmf]0
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.

Задача 6. Найти частные производные 
[image: image906.wmf]z
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, 
[image: image907.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image908.wmf]333
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image909.wmf]xy
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,  где 
[image: image910.wmf](
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[image: image911.wmf]2
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[image: image912.wmf]?
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image913.wmf]arctg
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z
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 в точке 
[image: image914.wmf]0
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image915.wmf]32
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image916.wmf]22

zxxyy
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 в ограниченной замкнутой области, ограниченной линиями: 
[image: image917.wmf]1
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[image: image918.wmf]1
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[image: image920.wmf]2
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Вариант 26
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image921.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image922.wmf]sin

x
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image923.wmf]z
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, 
[image: image924.wmf]z
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 от функции


[image: image925.wmf]23
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image926.wmf]2
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Задача 4. Вычислить 
[image: image927.wmf](
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 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image928.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image929.wmf]2/32/32/3
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image930.wmf]z
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, 
[image: image931.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image932.wmf](
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image933.wmf]xy
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,  где 
[image: image934.wmf]2
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[image: image937.wmf]?
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image938.wmf]22
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 в точке 
[image: image939.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image940.wmf]4422
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image941.wmf]22
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 в ограниченной замкнутой области, ограниченной линиями: 
[image: image942.wmf]0
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Вариант 27
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image945.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image946.wmf]sincos
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Задача 2. Найти частные производные 
[image: image947.wmf]z
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, 
[image: image948.wmf]z
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 от функции


[image: image949.wmf](
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image950.wmf]5lntg
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Задача 4. Вычислить 
[image: image951.wmf]3
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 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image952.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image953.wmf](
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image954.wmf]z
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, 
[image: image955.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image956.wmf](
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image957.wmf]22
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 где 
[image: image958.wmf]sin
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[image: image959.wmf]cos2
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[image: image960.wmf]?

dz

dt

=


Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image961.wmf]232
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 в точке 
[image: image962.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image963.wmf]232
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image964.wmf]22
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 в ограниченной замкнутой области, ограниченной линиями: 
[image: image965.wmf]0
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[image: image966.wmf]2
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Вариант 28
Задача 1. Найти и изобразить на плоскости 
[image: image967.wmf]Oxy

 область определения функции 
[image: image968.wmf]22
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.
Задача 2. Найти частные производные 
[image: image969.wmf]z
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, 
[image: image970.wmf]z
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 от функции


[image: image971.wmf]3
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Задача 3. Найти полный дифференциал функции


[image: image972.wmf]2
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.

Задача 4. Вычислить 
[image: image973.wmf](
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 приближенно с помощью полного дифференциала.

Задача 5. Найти производную 
[image: image974.wmf]dy

dx

 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image975.wmf].
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Задача 6. Найти частные производные 
[image: image976.wmf]z
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, 
[image: image977.wmf]z
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 от неявной функции, заданной уравнением


[image: image978.wmf]coscoscos1
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Задача 7. Вычислить производную сложной функции:


[image: image979.wmf]arcsin

y

x

z

=

, где 
[image: image980.wmf]3
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[image: image981.wmf],
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[image: image982.wmf]?
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Задача 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image983.wmf]22
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 в точке 
[image: image984.wmf](
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Задача 9. Исследовать функцию 
[image: image985.wmf]22
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zxxyyxy
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 на экстремум.

Задача 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image986.wmf]2
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 в заданной области: 
[image: image987.wmf]2
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