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1. �®­¿²¨¥ ¬­®¦¥±²¢ �®­¿²¨¥ ¬­®¦¥±²¢  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª ·¨±«³ ¯¥°¢¨·­»µ, ­¥ ®¯°¥¤«¿¥¬»µ·¥°¥§ ¡®«¥¥ ¯°®±²»¥.�®¤ ¬­®¦¥±²¢®¬ ¯®­¨¬ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ (±®¡° ­¨¥, ­ ¡®°) ­¥ª®-²®°»µ ®¡º¥ª²®¢. �¡º¥ª²», ª®²®°»¥ ®¡° §³¾² ¬­®¦¥±²¢®, ­ §»¢ ¾²±¿½«¥¬¥­² ¬¨ ¨«¨ ²®·ª ¬¨ ½²®£® ¬­®¦¥±²¢ .�°¨¬¥°.�­®¦¥±²¢  ±²³¤¥­²®¢ £°³¯¯, ´ ª³«¼²¥² , ¨­±²¨²³² , ¨ ².¤.�­®¦¥±²¢  ®¡®§­ · ¾²±¿ ¯°®¯¨±­»¬¨ ¡³ª¢ ¬¨,   ¨µ ½«¥¬¥­²» -±²°®·­»¬¨. �±«¨ a ¥±²¼ ½«¥¬¥­² ¬­®¦¥±²¢  �, ²®   2 �. �±«¨ b ­¥¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­²®¬ ¬­®¦¥±²¢  �, ²® a =2 �.�­®¦¥±²¢® ­¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ­¨ ®¤­®£® ½«¥¬¥­² , ­ §»¢ ¥²±¿ ¯³±²»¬¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬ ;.� ¯°¨¬¥°, ¬­®¦¥±²¢® ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ª®°­¥© ³° ¢­¥­¨¿x2 + 1 = 0¥±²¼ ¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢®.�±«¨ ¬­®¦¥±²¢® B ±®±²®¨² ¨§ · ±²¨ ½«¥¬¥­²®¢ ¬­®¦¥±²¢  A ¨«¨ ±®-¢¯ ¤ ¥² ± ­¨¬, ²® ¬­®¦¥±²¢® B ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ ¬­®¦¥±²¢ A ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ B � A.�°¨¬¥°.�±«¨ � { ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±²³¤¥­²®¢ ¨­±²¨²³²¢,   B { ¬­®¦¥±²¢®±²³¤¥­²®¢ ¯¥°¢®ª³°±­¨ª®¢, ²® � � �.�¢  ¬­®¦¥±²¢  A ¨ B ­ §»¢ ¾²±¿ ° ¢­»¬¨, ¥±«¨ ®­¨ ±®±²®¿² ¨§ ®¤-­¨µ ¨ ²¥µ ¦¥ ½«¥¬¥­²®¢. �¡®§­ · ¥²±¿ A = B.�¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ¤¢³µ ¬­®¦¥±²¢ � ¨ � ­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® �, ±®-±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ µ®²¿ ¡» ®¤­®¬³ ¨§ ¤ ­­»µ¬­®¦¥±²¢, ²® ¥±²¼ � = �S�, £¤¥ S { §­ ·®ª ®¡º¥¤¨­¥­¨¿.�¥°¥±¥·¥­¨¥¬ ¤¢³µ ¬­®¦¥±²¢ � ¨ � ­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® D, ±®-±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢, ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ª ¦¤®¬³ ¨§¤ ­­»µ ¬­®¦¥±²¢ � ¨ �, ²® ¥±²¼ D = AT�, £¤¥ T { §­ ·®ª ¯¥°¥±¥·¥­¨¿.� §­®±²¼¾ ¬­®¦¥±²¢ � ¨ � ­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® �, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ¬­®¦¥±²¢  �, ª®²®°»¥ ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ¬­®¦¥±²¢³ �, ²®¥±²¼ � = � n�. �­ ·®ª n ­ §»¢ ¥²±¿ backslash.3



�°¨¬¥°.� ­» ¬­®¦¥±²¢  �=f1;2;3g, B=f3;4;5g.�¡º¥¤¨­¥­¨¥ ASB=f1;2;3;4;5g�¥°¥±¥·¥­¨¥ ATB=f3g� §­®±²¼ A nB=f1;2g� §­®±²¼ B nA=f4;5g.2. �¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ ·¨±« �¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ (².¥. °¥ «¼­»¥) ·¨±«  £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¨§®¡° ¦ ¾²±¿ ·¨-±«®¢®© ¯°¿¬®© (¨«¨ ·¨±«®¢®© ®±¼¾), ².¥. ¯°¿¬®©, ­  ª®²®°®© ¢»¡° ­® ­ -· «® ®²±·�¥² , ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¨ ¥¤¨­¨¶  ®²±·�¥²  �¥©±²¢¨-²¥«¼­»¥ ·¨±«  ¡»¢ ¾²1 ­ ²³° «¼­»¬¨;2 ¶¥«»¬¨;3 ° ¶¨®­ «¼­»¬¨;4 ¨°° ¶¨®­ «¼­»¬¨.� ·¨±«¥ 12.36 ¤¥±¿²¨·­ ¿ ²®·ª  ®²¤¥«¿¥² ¶¥«³¾ · ±²¼ ®² ¤°®¡­®©.�±«¨ ·¨±«® ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ¨ ³ ­¥¥ ­¥² ¤°®¡­®© · ±²¨, ²® ² ª®¥ ·¨±«®­ §»¢ ¾² ­ ²³° «¼­»¬ ¨ ®¡®§­ · ¾² ¡³ª¢®© n. � ¯°¨¬¥°, 1,2,3,4 ¨ ².¤.�¨±«  ¢¨¤  (�n), £¤¥ n { ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«® ­ §»¢ ¾² ®²°¨¶ ²¥«¼-­»¬¨ ¶¥«»¬¨ ·¨±« ¬¨.�­®¦¥±²¢® ·¨±¥«, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥«, ­³«¿ ¨ ¢±¥µ®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¶¥«»µ ·¨±¥«, ­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢®¬ ¶¥«»µ ·¨±¥«,   ± -¬¨ ·¨±«  ­ §»¢ ¾²±¿ ¶¥«»¬¨ ·¨±« ¬¨ ¨ ®¡®§­ · ¾²±¿ ¡³ª¢®© z.� ¶¨®­ «¼­®¥ ·¨±«® ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ®²­®¸¥­¨¿ ¤¢³µ ·¨-±¥«, z1=n1 £¤¥ z1 { ¶¥«®¥ ·¨±«®,   n1- ­ ²³° «¼­®¥. �µ ®¡®§­ · ¾² ¡³ª¢®©q. �°° ¶¨®­ «¼­»¬¨ ­ §»¢ ¾²±¿ ·¨±« , ¯°¥¤±² ¢¨¬»¥ ¢ ¢¨¤¥ ¡¥±ª®­¥·-­®© ­¥¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ¤¥±¿²¨·­®© ¤°®¡¨. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¨µ ­¥«¼§¿¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥: z1=n1. 4



3. �¨±«®¢»¥ ¬­®¦¥±²¢ �¾¡³¾ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥« ­ §»¢ ¾² ·¨±«®¢»¬ ¬­®-¦¥±²¢®¬. � ¬® ¬­®¦¥±²¢® ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥« ®¡®§­ · ¾² ¡³ª¢®©R. �°³£¨¥ ¯°¨¬¥°» ·¨±«®¢»µ ¬­®¦¥±²¢: ) ¬­®¦¥±²¢® R+ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«;¡) ¬­®¦¥±²¢® R� ®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«;¢) ¬­®¦¥±²¢® Q+ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ° ¶¨®­ «¼­»µ ·¨±¥«;£) ¬­®¦¥±²¢® Q� ®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ° ¶¨®­ «¼­»µ ·¨±¥«;¤) ¬­®¦¥±²¢® Q ° ¶¨®­ «¼­»µ ·¨±¥«;¥) ¬­®¦¥±²¢® Z ¶¥«»µ ·¨±¥«;¦) ¬­®¦¥±²¢® N ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥«.�¨±«®¢®¥ ¬­®¦¥±²¢® � ­ §»¢ ¾² ®£° ­¨·¥­­»¬, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²² ª®¥ ·¨±«®  , ·²® ¤«¿ ¢±¥µ jµj � a ¨§ x 2 �.�°¨¬¥°.�­®¦¥±²¢® ¯¥°¨¬¥²°®¢ ¢»¯³ª«»µ ¬­®£®³£®«¼­¨ª®¢, ¢¯¨± ­­»µ ¢¤ ­­³¾ ®ª°³¦­®±²¼, ®£° ­¨·¥­­® (±¬. �¨±. 1).
�¨±. 1.�±«¨ ·¨±«®   ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¬­®¦¥±²¢³ �, ²® ¯¨¸³²:   2 �,   ¥±«¨ ­¥¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¬­®¦¥±²¢³ �, ²®   =2 X.�°¨¬¥°.5 2 N , 4:5 =2 N�¨±«®¢®¥ ¬­®¦¥±²¢® � ­ §»¢ ¥²±¿ · ±²¼¾ ¨«¨ ¬­®¦¥±²¢®¬ ·¨±«®¢®-£® ¬­®¦¥±²¢  Y ½«¥¬¥­² ¨§ � ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Y . � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯¨¸³²5



X � Y .�°¨¬¥°.X = [4;+1),  Y = [0;+1), ²® X � Y .�¨±«®¢»¥ ¬­®¦¥±²¢  ±®±²®¿¹¨¥ ¨§ ­¥±ª®«¼ª¨µ ·¨±¥« ­ §»¢ ¾² ª®-­¥·­»¬¨.� ¯°¨¬¥°, ª®­¥·­® ¬­®¦¥±²¢® ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥«, ª¢ ¤° ² ª®²®°»µ¬¥­¼¸¥ 20, ®­® ±®±²®¨² ¨§ 1,2,3,4.� ª®­¥·­»¬ ¬­®¦¥±²¢ ¬ ®²­®±¿²±¿ ¬­®¦¥±²¢ , ±®±²®¿¹¨¥ «¨¸¼ ¨§®¤­®£® ·¨±« , ­ ¯°¨¬¥°, f4g,   ² ª¦¥ ¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢® .�¤¨­ ¨§ ¯°¨¬¥°®¢ ¬­®¦¥±²¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¨­²¥°¢ «1.�³±²¼ µ { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®¥ ¯¥°¥¬¥­­®¥. �­®¦¥±²¢® ¢±¥µ §­ ·¥­¨© µ(²®·¥ª), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬:1. a < x < b ¥±²¼ ®£° ­¨·¥­­»© ®²ª°»²»© ¨­²¥°¢ « ( ; ¢);2. a < x ¥±²¼ ­¥®£° ­¨·¥­­»© ®²ª°»²»© ¨­²¥°¢ « (a;+1);3. x > a ¥±²¼ ­¥®£° ­¨·¥­­»© ®²ª°»²»© ¨­²¥°¢ « (�1; a);4. a � x � b ¥±²¼ ®£° ­¨·¥­­»© § ¬ª­³²»© ¨­²¥°¢ « [a; b];� ¬ª­³²»© ¨­²¥°¢ « ­ §»¢ ¾² · ±²® ®²°¥§ª®¬. �­®¦¥±²¢® ²®·¥ª µ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬: a � x < b;a < x � b;x � a;x � b­ §»¢ ¾² ¯®«³®²ª°»² ¬¨ ¨­²¥°¢ « ¬¨.�¨±«®¢»¥ ¬­®¦¥±²¢  · ±²® § ¤ ¾², ³ª §»¢ ¿ ®¡¹³¾ ´®°¬³ ¢µ®¤¿-¹¨µ ¢ ­¨µ ·¨±¥« ¨«¨ ®¡¹¥¥ ±¢®©±²¢® ½²¨µ ·¨±¥«. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬­®¦¥-±²¢® § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¢¨¤¥: fxjF (x)g, £¤¥ µ { ®¡¹¨© ½«¥¬¥­² ¬­®¦¥±²¢ ,F (x) { ±¢®©±²¢®, ¯°¨±³¹¥¥ ¢±¥¬ ½«¥¬¥­² ¬ ¬­®¦¥±²¢  ¨ ²®«¼ª® ¨¬.�°¨¬¥°.�­®¦¥±²¢® fxj2 � x < 10g ±®±²®¨² ¨§ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥« x ³¤®-¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ­¥° ¢¥­±²¢³ 2 � x < 10.1�­®£¤  ¢¬¥±²® ¯®­¿²¨¿ "¨­²¥°¢ « " ¨±¯®«¼§³¾² ¯®­¿²¨¥ "¯°®¬¥¦³²®ª". �¬.,­ ¯°¨¬¥°, �.�.�¨µ²¥­£®«¼¶. �³°± ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ¨ ¨­²¥£° «¼­®£® ¨±·¨±«¥­¨¿,².1 �.93, 1997£. 6



4. �¥¸¥­¨¥ ª¢ ¤° ²­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ­  ���±¯®«¼§®¢ ­¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¯ ª¥²®¢ (±°¥¤¨ ª®²®°»µ ­ ¨¡®«¥¥ ¯°®-±²®© MathCad) ¢ "«®¡" · ±²® ¬®¦¥² ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ®¸¨¡ª ¬. �²® ±¢¿§ ­®± ²¥¬, ·²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ ·¨±«  ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥·­®£® ­ -¡®°  ¶¨´° (­ ¯°¨¬¥°, ¤«¿ MathCad'  ¯°¨ ®¡»·­®© ­ ±²°®©ª¨ ½²® 15§­ · ¹¨µ ¶¨´°).�®½²®¬³ ¯¥°¥µ®¤ ®² "� ²¥¬ ²¨ª¨" ª "�»·¨±«¨²¥«¼­®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¥"²°¥¡³¥² ®¯°¥¤¥«¥­­®©  ªª³° ²­®±²¨ ¨ ¢­¨¬ ­¨¿.� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ° ±±¬®²°¨¬ °¥¸¥­¨¥ ®¡»·­®£® ª¢ ¤° ²­®£®³° ¢­¥­¨¿ ax2 + bx+ c = 0;ª®£¤  ¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ª¢ ¤° ²­®£® ³° ¢­¥­¨¿ b2 � 4ac ¯®«®¦¨²¥«¥­.�°¥±²®¬ ²¨©­ ¿ ´®°¬³«  °¥¸¥­¨¿ ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿, ª ª ¨§¢¥±²­®,¢»£«¿¤¥² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥x1 = �b+pb2 � 4ac2a ;x2 = �b�pb2 � 4ac2a :�® ¯°¨ °¥¸¥­¨¿ ª¢ ¤° ²­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ­  PC ¬®£³² ¢®§­¨ª ²¼ ° §-«¨·­»¥ "¯ ª®±²¨", ¢ · ±²­®±²¨, ¯°¨ jb2=4acj � 1. �«¿ Mathcad'  ½²¨"¯ ª®±²¨" ¢®§­¨ª ¾², ¢ · ±²­®±²¨, ¯°¨ jb2=4acj > 1016.� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ±«³· ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼­»µ §­ ·¥­¨© b.� ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ (b > 0) ¤«¿ x1 ¨ ¤«¿ x2 ± ³·¥²®¬ jb2=4acj � 1 ¤«¿ x1¨ x2 ¯®«³· ¥¬ ¯°¨¡«¨¦¥­­»¥ ¢»° ¦¥­¨¿x1 � �b+ b2a = 0;x2 � �b� b2a = � ba:�¤­ ª®, ®·¥¢¨¤­®, ·²® x1 ¤®±² ²®·­® ¬ «®, ­® ­¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­®«¼.�²®¡» ¨§¡¥¦ ²¼ ®¸¨¡ª¨ ®¡° ¹¥­¨¿ ¢ ­®«¼ x1, ¢®§­¨ª ¾¹¥© ¢ °¥-§³«¼² ²¥ ®ª°³£«¥­¨¿, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¢ ¢»° ¦¥­¨¨ ¤«¿ x1 "§ £­ ²¼" ¨°° -7



¶¨®­ «¼­®±²¼ ¢ §­ ¬¥­ ²¥«¼, ¤®¬­®¦¨¢ ·¨±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ­  ±®-¯°¿¦¥­­»¥ ¢»° ¦¥­¨¿.x1 = (�b+pb2 � 4ac)(b+pb2 � 4ac)2a(b+pb2 � 4ac) = � 2cb+pb2 � 4ac:�®£¤  ¯°¨ jb2=4acj � 1 ¤«¿ x1 ¯®«³· ¥¬x1 � � 2cb+ b = �cb:�®«³· ¥¬®¥ §­ ·¥­¨¥ ¤«¿ x1 ¬ «®, ­® ­¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­®«¼.�² ª, ¯°¨ jb2=4acj � 1 ¨ b > 0 °¥¸¥­¨¿ ª¢ ¤° ²­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ±¯®¬®¹¼¾ PC ±«¥¤³¥² ­ µ®¤¨²¼ ¯® ´®°¬³« ¬x1 = � 2cb+pb2 � 4ac:x2 = �b�pb2 � 4ac2a :�°¨ jb2=4acj � 1 ¨ b < 0 ±«¥¤³¥² ¨§¬¥­¨²¼ ´®°¬³«³ ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿x2 ¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ª®°­¨ ª¢ ¤° ²­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ±«¥¤³¥² ¢»·¨±«¿²¼ ¯®´®°¬³« ¬: x1 = �b+pb2 � 4ac2ax2 = 2cpb2 � 4ac� b5. �®­¿²¨¥ ´³­ª¶¨¨. �±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢ ´³­ª¶¨©�®±²®¿­­®© ¢¥«¨·¨­®© ­ §»¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨­ , ±®µ° ­¿¾¹ ¿ ®¤­® ¨ ²®¦¥§­ ·¥­¨¥. � ¯°¨¬¥°, ®²­®¸¥­¨¥ ¤«¨­» ®ª°³¦­®±²¨ ª ¥¥ ¤¨ ¬¥²°³ ¥±²¼¯®±²®¿­­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ° ¢­ ¿ �.�±«¨ ¢¥«¨·¨­  ±®µ° ­¿¥² ¯®±²®¿­­®¥ §­ ·¥­¨¥ «¨¸¼ ¢ ³±«®¢¨¿µ ­¥ª®-²®°®£® ¯°®¶¥±± , ²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®­  ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°®¬.8



�¥°¥¬¥­­®© ­ §»¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨­ , ª®²®° ¿ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ ° §«¨·-­»¥ ·¨±«®¢»¥ §­ ·¥­¨¿. � ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ° ¢­®¬¥°­®¬ ¤¢¨¦¥­¨¨ S = vt,£¤¥ ¯³²¼ S ¨ ¢°¥¬¿ t { ¯¥°¥¬¥­­»¥ ¢¥«¨·¨­»,   v { ¯ ° ¬¥²°.�¥°¥©¤¥¬ ª ¯®­¿²¨¾ ´³­ª¶¨¨.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �±«¨ ª ¦¤®¬³ ½«¥¬¥­²³ x ¬­®¦¥±²¢  X (x 2 X)±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢¯®«­¥ ®¯°¥¤¥«¥­­»© ½«¥¬¥­² y ¬­®¦¥±²¢ Y , (y 2 Y ) ²® £®¢®°¿², ·²® ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X § ¤ ­  ´³­ª¶¨¿ y =f(x).�°¨ ½²®¬ x { ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥­­®© (¨«¨  °£³¬¥­²®¬,y { § ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥­­®©,   ¡³ª¢  f { ±¨¬¢®« § ª®­  ±®®²¢¥²±²¢¨¿.�­®¦¥±²¢® X ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (¨«¨ ±³¹¥±²¢®¢ -­¨¿) ´³­ª¶¨¨,   ¬­®¦¥±²¢® Y { ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨© ´³­ª¶¨¨.� ¯°¨¬¥°, ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ y = x2 +p10 � x (�1; 10].�¯®±®¡» § ¤ ­¨¿ ´³­ª¶¨©. ) �­ «¨²¨·¥±ª¨© ±¯®±®¡, ¥±«¨ ´³­ª¶¨¿ § ¤ ­  ´®°¬³«®© ¢¨¤  y =f(x). � ª, ´³­ª¶¨¿ y = x2 +p10 � x § ¤ ­   ­ «¨²¨·¥±ª¨.¡) � ¡«¨·­»© ±¯®±®¡, ª®£¤  ´³­ª¶¨¿ § ¤ ­  ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶, ±®¤¥°¦ -¹¨µ §­ ·¥­¨¿  °£³¬¥­²  x ¨ ±®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ f(x),­ ¯°¨¬¥°, ¨§¢¥±²­»¥ ² ¡«¨¶» �° ¤¨± .¢) �° ´¨·¥±ª¨© ±¯®±®¡.� ±±¬®²°¨¬ ®±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢  ´³­ª¶¨©.1. �¥²­®±²¼ ¨ ­¥·¥²­®±²¼.�³­ª¶¨¿ y = f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ·¥²­®©,¥±«¨ f(�x) = f(x) ¨ ­¥·¥²­®©, ¥±«¨ f(�x) = �f(x). � ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥´³ª¶¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡¸¥£® ¢¨¤ .� ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¿ y = x2 ¿¢«¿¥²±¿ ·¥²­®©,   ´³­ª¶¨¿ y = x3 {­¥·¥²­®©. �³­ª¶¨¿ y = x2 + x3 ¿¢«¿¥²±¿ ´³­ª¶¨¥© ®¡¹¥£® ¢¨¤ .�° ´¨ª ·¥²­®© ´³­ª¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨·¥­ ®²­®±¨²¥«¼­® ®±¨ ®°¤¨­ ²,  £° ´¨ª ­¥·¥²­®© ´³­ª¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨·¥­ ®²­®±¨²¥«¼­® ­ · «  ª®®°¤¨-­ ².2. �®­®²®­­®±²¼.�³­ª¶¨¿ y = f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¬®­®²®­­® ¢®§° -±² ¾¹¥© (³¡»¢ ¾¹¥©) ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ X, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ x1, x2 (x1; x2 2X) ¨ x2 > x1 ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® f(x2) > f(x1) (f(x2) < f(x1)). �¥±«¨ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® f(x2) � f(x1) (f(x2) � f(x1)), ²® ´³­ª¶¨¿­ §»¢ ¥²±¿ ­¥³¡»¢ ¾¹¥© (­¥¢®§° ±² ¾¹¥©).3. �£° ­¨·¥­­®±²¼. �³­ª¶¨¿ y = f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ®£° ­¨·¥­­®©­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ X, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ·¨±«® M > 0,9



·²® jf(x)j �M ¤«¿ «¾¡®£® x 2 X.� ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¿ y = sinx ®£° ­¨·¥­  ­  ¢±¥© ·¨±«®¢®© ®±¨, ² ªª ª j sinxj � 1 ¤«¿ «¾¡®£® x 2 R.4. �¥°¨®¤¨·­®±²¼. �³­ª¶¨¿ y = f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®©± ¯¥°¨®¤®¬ T 6= 0 ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ X, ¤«¿ «¾¡®£® x 2 X ¢»¯®«­¿¥²±¿° ¢¥­±²¢® f(x + T ) = f(x).6. �« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ´³­ª¶¨©�³­ª¶¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ¿¢­®© (¨«¨ § ¤ ­­®© ¢ ¿¢­®¬ ¢¨¤¥), ¥±«¨ ®­  § ¤ ­ ´®°¬³«®©, ¢ ª®²®°®© ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ­¥ ±®¤¥°¦¨² § ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥­­®©;­ ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¿ y = x3 + 7x+ 5.�³­ª¶¨¿ y  °£³¬¥­²  x ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¿¢­®© (¨«¨ § ¤ ­­®© ¢ ­¥¿¢­®¬¢¨¤¥), ¥±«¨ ®­  § ¤ ­  ³° ¢­¥­¨¥¬ F (x; y) = 0, ­¥ ° §°¥¸¥­­»¬ ®²­®±¨-²¥«¼­® § ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥­­®©. � ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¿ y(y � 0), § ¤ ­­ ¿³° ¢­¥­¨¬ x3+y2�x = 0. �²¬¥²¨¬, ·²® ¯®±«¥¤­¥¥ ³° ¢­¥­¨¥ § ¤ ¥² ¤¢¥´³­ª¶¨¨, y = px� x3 ¯°¨ y � 0, ¨ y = �px� x3 ¯°¨ y < 0.�¡° ²­ ¿ ´³­ª¶¨¿. �³±²¼ y = f(x) ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿ ®² ­¥§ ¢¨±¨¬®©¯¥°¥¬¥­­®© x, ®¯°¥¤¥«¥­­®© ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ X ± ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨© Y .�®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³ y 2 Y ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ x 2 X,¯°¨ ª®²®°®¬ f(x) = y. �®£¤  ¯®«³·¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ x = g(y), ®¯°¥¤¥«¥­-­ ¿ ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ Y ± ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨© X ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡° ²­®© ¯®®²­®¸¥­¨¾ ª ´³­ª¶¨¨ y = f(x).� ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ y = ax ®¡° ²­®© ¡³¤¥² ´³­ª¶¨¿ x = loga x.�«®¦­ ¿ ´³­ª¶¨¿. �³±²¼ ´³­ª¶¨¿ y = f(u) ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿ ®² ¯¥°¥-¬¥­­®© u, ®¯°¥¤¥«¥­­®© ­  ¬­®¦¥±²¢¥ U ± ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨© Y ,   ¯¥°¥-¬¥­­ ¿ u ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ¿¢«¿¥²±¿ ´³­ª¶¨¥© u = '(x) ®² ¯¥°¥¬¥­­®© x,®¯°¥¤¥«¥­­®© ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X ± ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨© U . �®£¤  § ¤ ­­ ¿­  ¬­®¦¥±²¢¥ X ´³­ª¶¨¿ y = ['(x)] ­ §»¢ ¥²±¿ ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¥©.� ¯°¨¬¥°, y = sinx5 { ±«®¦­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ² ª ª ª ¥¥ ¬®¦­® ¯°¥¤±² -¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ y = sinu, £¤¥ u = x5.�®­¿²¨¥ ½«¥¬¥­² °­®© ´³­ª¶¨¨. �±­®¢­»¬¨ ½«¥¬¥­² °­»¬¨´³­ª¶¨¿¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ) ±²¥¯¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ y = xr, r 2 R;¡) ¯®ª § ²¥«¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ y = ax (a > 0; a 6= 1);10



¢) «®£ °¨´¬¨·¥±ª ¿ ´³­ª¶¨¿ y = loga x (a > 0; a 6= 1);£) ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ y = sinx, y = cos x, y = tg x, y =ctg x;¤) ®¡° ²­»¥ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ y = arcsinx, y = arccos x,y = arctg x, y = arcctg x.�§ ®±­®¢­»µ ½«¥¬¥­² °­»µ ´³­ª¶¨© ­®¢»¥ ½«¥¬¥­² °­»¥ ´³­ª¶¨¨¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥­» ¯°¨ ¯®¬®¹¨:  )  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¤¥©±²¢¨©; ¡) ®¯¥-° ¶¨© ®¡° §®¢ ­¨¿ ±«®¦­»µ ´³­ª¶¨©.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �³­ª¶¨¨, ¯®±²°®¥­­»¥ ¨§ ®±­®¢­»µ ½«¥¬¥­² °­»µ´³­ª¶¨© ± ¯®¬®¹¼¾ ª®­¥·­®£® ·¨±«   «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¤¥©±²¢¨© ¨ ª®­¥·-­®£® ·¨±«  ®¯¥° ¶¨© ®¡° §®¢ ­¨¿ ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨, ­ §»¢ ¾²±¿ ½«¥-¬¥­² °­»¬¨.� ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨© y = px+ arcsin x5ln3 x+ x3 + x7¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­² °­®©.�°¨¬¥°®¬ ­¥½«¥¬¥­² °­®© ´³­ª¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ y = signx.7. �°¥¤¥« ´³­ª¶¨¨ ¨ ¥£® ±¢®©±²¢ �°¥¤¥« ´³­ª¶¨¨ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¨±«® A ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ´³­ª¶¨¨ f(x) ¯°¨ x,±²°¥¬¿¹¥¬±¿ ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ -«®£® ¯®«®¦¨²¥«¼­®£® ·¨±«  " > 0, ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ·¨±«®S > 0, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ jxj > S ¢»¯®«­¿¥²±¿­¥° ¢¥­±²¢® jf(x)�Aj < ".�²®² ¯°¥¤¥« ´³­ª¶¨¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:limx!1 f(x) = A¨«¨ f(x)! A ¯°¨ x!1.�±¯®«¼§³¿ «®£¨·¥±ª¨¥ ±¨¬¢®«»: ª¢ ­²®° ®¡¹­®±²¨ 8 (¢¬¥±²® ±«®¢ "¤«¿ «¾¡®£®") ¨ ª¢ ­²®° ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ 9 (¢¬¥±²® ±«®¢  "­ ©¤¥²±¿"),±¨¬¢®« ° ¢­®±¨«¼­®±²¨ (), ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°¥¤¥«  ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ±«¥-¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥: 11



�A = limx!1 f(x)�() (8" > 0)(9S > 0)(8x : jxj > S)jf(x)�Aj < ":�°¥¤¥« ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥. �³±²¼ ´³­ª¶¨¿ y = f(x) ®¯°¥¤¥«¥­  ¢­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ a, ª°®¬¥, ¡»²¼ ¬®¦¥², ± ¬®© ²®·ª¨ a.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¨±«® A ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ´³­ª¶¨¨ f(x) ¯°¨x, ±²°¥¬¿¹¥¬±¿ ª a (¨«¨ ¢ ²®·ª¥ a), ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ±ª®«¼ ³£®¤-­® ¬ «®£® ¯®«®¦¨²¥«¼­®£® ·¨±«  " > 0, ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥·¨±«® � > 0, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ 0 < jx � aj < �¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jf(x) � Aj < ". �±«®¢¨¥ 0 < jx � aj ®§­ · ¥²,·²® x 6= 0.�°¥¤¥« ´³­ª¶¨¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:limx!a f(x) = A¨«¨ f(x)! A ¯°¨ x! a.� ¯®¬®¹¼¾ «®£¨·¥±ª¨µ ±¨¬¢®«®¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤:�A = limx!a f(x)�() (8" > 0)(9� > 0)(8x : 0 < jx� aj < �)jf(x)�Aj < ":�¤­®±²®°®­­¨¥ ¯°¥¤¥«». �±«¨ x > a ¨ x ! a, ²® ³¯®²°¥¡«¿¾²§ ¯¨±¼ x! a+0. �±«¨ x < a ¨ x! a, ²® ³¯®²°¥¡«¿¾² § ¯¨±¼ x! a� 0.�»° ¦¥­¨¿ limx!a+0 f(x) ¨ limx!a�0 f(x) ­ §»¢ ¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¯°¥-¤¥« ¬¨ ´³­ª¶¨¨ f(x) ¢ ²®·ª¥ a ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢ .� ¯®¬®¹¼¾ «®£¨·¥±ª¨µ ±¨¬¢®«®¢ ½²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤:�A+ = limx!a+0 f(x)�() (8" > 0)(9� > 0)(8x : 0 < x�a < �)jf(x)�A+j < ":�A� = limx!a�0 f(x)�() (8" > 0)(9� > 0)(8x : 0 < a�x < �)jf(x)�A�j < ":�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥« limx!a f(x), ²® ±³¹¥±²¢³¾² ¯°¥¤¥«» limx!a+0 f(x)¨ limx!a�0 f(x) ¨ limx!a+0 f(x) = limx!a�0 f(x) = limx!a f(x):�²® ° ¢¥­±²¢® ¢»¯®«­¿¥²±¿ ² ª¦¥, ¥±«¨ ¯°¥¤¥«» ±«¥¢  ¨ ±¯° ¢  ° ¢­».12



8. �¥®°¥¬» ® ¯°¥¤¥« µ1. �°¥¤¥« ±³¬¬» ¤¢³µ ´³­ª¶¨© ° ¢¥­ ±³¬¬¥ ¯°¥¤¥«®¢ ½²¨µ ´³­ª¶¨©,¥±«¨ ²¥ ±³¹¥±²¢³¾², ²® ¥±²¼limx!x0[f(x) +  (x)] = A+B;£¤¥ A = limx!x0 f(x), B = limx!x0  (x):2. �°¥¤¥« ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¤¢³µ ´³­ª¶¨© ° ¢¥­ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¯°¥¤¥«®¢½²¨µ ´³­ª¶¨©. limx!x0[f(x) �  (x)] = A �B:3. �°¥¤¥« · ±²­®£® ¤¢³µ ´³­ª¶¨© ° ¢¥­ · ±²­®¬³ ¯°¥¤¥«®¢ ½²¨µ´³­ª¶¨©. limx!x0 f(x) (x) = AB;¯°¨·¥¬ B 6= 0.4. �±«¨, limu!u0 f(u) = A;limx!x0  (x) = B;²® ¯°¥¤¥« ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨limx!x0 f [ (x)] = A:�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!5 6x+ 103x+ 5 .� ª ª ª ¯°¨ x! 5 ·¨±«¨²¥«¼ ¤°®¡¨ ±²°¥¬¨²±¿ ª ·¨±«³ 6 �5+10 = 40,  §­ ¬¥­ ²¥«¼ { ª ·¨±«³ 3 � 5 + 5 = 20, ²® limx!5 6x+ 103x+ 5 = 4020 = 2.�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!1 3x+ sinxx� cos x .�¨±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ­¥®£° ­¨·¥­­® ¢®§° ±² ¾² ¯°¨ x ! 1.� ² ª®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¿², ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¼ ¢¨¤  �11�.� §¤¥«¨¬ ·¨±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ­  x. �®«³·¨¬limx!1 3x + sinxx� cos x = limx!1 3 + sin x=x1� cos x=x = 3;13



² ª ª ª limx!1 sin xx = limx!1 cosxx = 0.�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!5 x2 � 25x2 � 5x .�¨±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ¤°®¡¨ ±²°¥¬¿²±¿ ª 0 ¯°¨ x ! 5. � ² ª®¬±«³· ¥ £®¢®°¿², ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¼ ¢¨¤  �00�. �°¥®¡° -§³¥¬ ¤°®¡¼ x2 � 25x2 � 5x = (x� 5)(x+ 5)x(x� 5) = x+ 5x ;² ª ª ª x 6= 5. �®½²®¬³limx!5 x2 � 25x2 � 5x = limx!5 x+ 5x = 2:�°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ¯°¥¤¥«®¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ¨°° ¶¨®­ «¼­»¥ ¢»° ¦¥­¨¿,· ±²® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯°¨¥¬»: ) ¢¢¥¤¥­¨¥ ­®¢®© ¯¥°¥¬¥­­®© ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ° ¶¨®­ «¼­®£® ¢»° ¦¥-­¨¿;¡) ¯¥°¥¢®¤ ¨°° ¶¨®­ «¼­®±²¨ ¨§ §­ ¬¥­ ²¥«¿ ¢ ·¨±«¨²¥«¼ ¨ ­ ®¡®°®².�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!81 3� 4px9�px .�¨±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ¤°®¡¨ ±²°¥¬¿²±¿ ª 0 ¯°¨ x ! 81. � ½²®¬±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¼ ¢¨¤  �00�.�³±²¼ t = 4px. �®£¤ limx!81 3 � 4px9�px = limt!3 3� t9� t2 = limt!3 13 + t = 16 :�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!0 px+ 4 � 2x .�¨±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ¤°®¡¨ ±²°¥¬¿²±¿ ª 0 ¯°¨ x ! 0. � ½²®¬±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¼ ¢¨¤  �00�.�¬­®¦¨¬ ·¨±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ¤°®¡¨ ­  ±³¬¬³px+ 4+2. �®£¤ limx!0 px+ 4 � 2x = limx!0 (px+ 4� 2)(px+ 4 + 2)x(px+ 4 + 2 =14



= limx!0 x+ 4� 4px+ 4 + 2 = limx!0 1px+ 4 + 2 = 14 :�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥«» ´³­ª¶¨¨ f(x) = 1x+ 51=(x�5) ±«¥¢  ¨ ±¯° ¢ ¯°¨ x! 5.�±«¨ x ! 5 � 0, ²® 1x� 5 ! �1 ¨ 5 1x�5 ! 0. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®limx!5�0 f(x) = 15.�±«¨ x ! 5 + 0, ²® 1x� 5 ! +1 ¨ 5 1x�5 ! +1. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®limx!5�0 f(x) = 0.9. �¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼. �°¥¤¥«·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �±«¨ ª ¦¤®¬³ ­ ²³° «¼­®¬³ ·¨±«³ n ¯®±² ¢«¥­® ¢ ±®®²-¢¥²±²¢¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­­®¥ ·¨±«® an, ²® £®¢®°¿², ·²® § ¤ ­  ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ an a1; a2; a3; � � � ; an; � � ��°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨ ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ - ½²® ´³­ª¶¨¿ ­ ²³-° «¼­®£®  °£³¬¥­² : an = f(n). �¨±«  a1, a2, � � �, an ­ §»¢ ¾²±¿ ·«¥­ ¬¨¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨,   ·¨±«® an { ®¡¹¨¬ ·«¥­®¬ ¤ ­­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¨.�°¨¬¥°» ·¨±«®¢»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©:fang = n2 { ¬®­®²®­­ ¿, ­¥®£° ­¨·¥­­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±¼;fang = 1� (�1)n { ­¥ ¬®­®²®­­ ¿, ®£° ­¨·¥­­ ¿ ¯®±«¥¤®¢²¥«¼­®±²¼.�°¨¬¥°®¬ ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ­ ²³° «¼­»© °¿¤,ª®²®°»© ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ °¥ª³°°¥­²­®£® ±®®²­®¸¥­¨¿ f1 = 1;fn+1 = fn + 1; £¤¥ fn { ·¨±«®, n { ­®¬¥° ·¨±« .� ª¦¥ ¯°¨¬¥°®¬ ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ °¿¤ ·¨±¥«�¨¡®­ ··¨, ®¯°¥¤¥«¿¬»© °¥ª³°¥­²­»¬ ±®®²­®¸¥­¨¬ f0 = f1 = 1; fn =fn�1 + fn�2 .�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¨±«® b ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¨ fang, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ¬ «®£® ¯®«®¦¨²¥«¼­®£® " > 0, ­ ©-15



¤¥²±¿ ² ª®© ­®¬¥° N , ·²® ¤«¿ ¢±¥µ ·«¥­®¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ± ­®¬¥-° ¬¨ n > N ¡³¤¥² ±®¡«¾¤ ²¼±¿ ­¥° ¢¥­±²¢®jan � bj < ":�°¥¤¥« ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ limn!1 an = b ¨«¨fang ! b ¯°¨ n!1. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ¨¬¥¾¹ ¿ ¯°¥¤¥«, ­ §»¢ ¥²±¿±µ®¤¿¹¥©±¿, ¢ ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ { ° ±µ®¤¿¹¥©±¿.� ¯®¬®¹¼¾ «®£¨·¥±ª¨µ ±¨¬¢®«®¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤:�b = limn!1 an�() (8" > 0)(9N)(8n > N)jan � bj < ":�¬»±« ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ n ·«¥­» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ fang ª ª ³£®¤­® ¬ «®®²«¨· ¾²±¿ ®² ·¨±«  b ¯®  ¡±®«¾²­®© ¢¥«¨·¨­¥.10. �¥°¢»© ¨ ¢²®°®© § ¬¥· ²¥«¼­»¥ ¯°¥¤¥-«»�¥°¢»¬ § ¬¥· ²¥«¼­»¬ ¯°¥¤¥«®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«limx!0 sinxx = 1:�®ª ¦¥¬ ½²®. �«¿ ½²®£® ° ±±¬®²°¨¬ ª°³£ ° ¤¨³±®¬ R ± ¶¥­²°®¬ ¢²®·ª¥ O. �³±²¼ OB { ¯®¤¢¨¦­»© ° ¤¨³±, ®¡° §³¾¹¨© ³£®« x = 6 BOA�0 < x < �2� ± ®±¼¾ Ox (±¬. °¨±. 2).�§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥­¨© ±«¥¤³¥², ·²® ¯«®¹ ¤¼ ²°¥³£®«¼­¨ª AOB ¬¥­¼¸¥ ¯«®¹ ¤¨ ±¥ª²®°  AOB, ª®²®° ¿ ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ¬¥­¼¸¥¯«®¹ ¤¨ ¯°¿¬®³£®«¼­®£® ²°¥³£®«¼­¨ª  AOC, ².¥.S�AOB < Ssec;AOB < S�AOC� ª ª ª S�AOB = 12R2 sin x;Ssec;AOB = 12R2x;S�AOC = 12R2tgx16



�¨±. 2.²® ¯®«³·¨¬ 12R2 sin x < 12R2x < 12R2tgx:�®¤¥«¨¢ ½²® ­¥° ¢¥­±²¢® ­  12R2 sinx, ¯®«³·¨¬1 < xsinx < 1cosx¨«¨ cos x < sinxx < 1:� ª ª ª ´³­ª¶¨¨ cos x ¨ sinxx ·¥²­»¥, ²® ¯®«³·¥­­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¨ ¯°¨ ��2 < x < 0. �¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ x ! 0, ¯®«³-·¨¬ limx!0 1 = 1, limx!0 cos x = 1. �®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥« ¯°®¬¥¦³²®·­®©´³­ª¶¨¨ limx!0 sinxx = 1:� ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥°» ­ µ®¦¤¥­¨¿ ­¥ª®²®°»µ ¯°¥¤¥«®¢ ± ¨±¯®«¼§®¢ -­¨¥¬ ¯¥°¢®£® § ¬¥· ²¥«¼­®£® ¯°¥¤¥« .�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!0 sin 5xx .limx!0 sin 5xx = limx!0 5sin 5x5x = 5 limt!0 sin tt = 5;17



£¤¥ t = 5x.�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!0 1� cos 2xx2 .limx!0 1 � cos 2xx2 = limx!0 2 sin x2x2 = limt!0 2 sin tt = 2;£¤¥ t = x2.�²®°»¬ § ¬¥· ²¥«¼­»¬ ¯°¥¤¥«®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«limx!1�1 + 1x�x :� ±±¬®²°¨¬ ·¨±«®¢³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼an = �1 + 1n�n :�»·¨±«¨¬ §­ ·¥­¨¿ ¯¥°¢»µ ·«¥­®¢ ½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®²¨. �®«³·¨¬a1 = 2, a2 = 2:25, a3 = 2:37, a4 = 2:441, a5 = 2:488. �®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼,·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ an ¿¢«¿¥²±¿ ¢®§° ±² ¾¹¥©. �®ª ¦¥¬ ½²®.�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ´®°¬³«®© ¡¨­®¬  �¼¾²®­ 2(1+x)n = 1+nx+ n(n� 1)2! x2+ n(n� 1)(n � 2)3! x3+ � � �+ n!(n� r)!r!xr+ � � � ;£¤¥ x2 < 1. �²  ´®°¬³«  ±®¤¥°¦¨² (n+ 1) ±« £ ¥¬®¥.�±¯®«¼§³¿ ½²³ ´®°¬³«³ § ¯¨¸¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ an ¢ ¢¨¤¥an = �1 + 1n�n == 1 + n � 1n + n(n� 1)1 � 2 1n2 + � � �+ n(n� 1) � � � (n � (n� 1))1_2 � � � n 1nn + � � �+�¥°¥¯¨¸¥¬ ½²³ ´®°¬³«³ an == 2+ 11 � 2 �1� 1n�+� � �+ 11 � 2 � � � n �1 � 1n��1 � 2n� � � ��1 � n� 1n �+� � �+2�»¢®¤ ±¬., ­ ¯°¨¬¥°, �.�.�¨«¥­ª¨­ ¨ ¤°. �«£¥¡°  ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨©  ­ «¨§ ¤«¿10 ª« ±± ,�., "�°®±¢¥¹¥­¨¥" 1995, �.21118



� ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ n ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ·¨±«® ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ±« £ ¥¬»µ (¨µ¢ ½²®© ´®°¬³«¥ n+ 1),   ² ª¦¥ ¢¥«¨·¨­  ª ¦¤®£® ±« £ ¥¬®£®, ².¥.a1 < a2 < � � � < an < � � � :�®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ an ®£° ­¨·¥­ . �²® ±«¥¤³¥² ¨§ ¯®±«¥¤­¥© ´®°¬³«»¤«¿ an, ¥±«¨ ®¯³±²¨²¼ ¬­®¦¨²¥«¨, ±²®¿¹¨¥ ¢ ª°³£«»µ ±ª®¡ª µ, ª ¦¤»©¨§ ª®²®°»µ ¬¥­¼¸¥ ¥¤¨­¨¶».an < 2 + 11 � 2 + 11 � 2 � 3 + 11 � 2 � 3 � � � n � � �+ 11 � 2 � 3 � � � n�°®¬¥ ²®£® an < 2 + 12 + 122 + � � � 12n�1 :�¥²°³¤­® ¢¨¤¥²¼, ·²® ±³¬¬ 12 + 122 + � � � 12n�1¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¯°®£°¥±±¨¾ ± ¯¥°¢»¬ ·¥­®¬ a = 0:5¨ §­ ¬¥­ ²¥«¥¬ q = 12. �¥ ±³¬¬ Sn�1 = a(qn�1)q � 1 = 1 � 12n�1 < 1:�®½²®¬³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ an ®£° ­¨·¥­  ±¢¥°µ³ an < 2 + 1 = 3.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¨±«®¬ ¥ (¢²®°»¬ § ¬¥· ²¥«¼­»¬ ¯°¥¤¥«®¬) ­ §»-¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥« ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨e = limn!1 �1 + 1n�n :�¨±«® e { ¨°° ¶¨®­ «¼­®¥ ·¨±«®e = 2:718281828 � � ��¥°¢»¥ ¤¥±¿²¼ ¶¨´° ½²®£® ·¨±«  ­¥²°³¤­® § ¯®¬­¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ±«¥-¤³¾¹¥¥ ¯° ¢¨«®. �­ · «¥ 2:7,   § ²¥¬ ¤¢ ¦¤» "�¥¢ �®«±²®©", ².¥. £®¤°®¦¤¥­¨¿ �¼¢  �¨ª®« ¥¢¨·  �®«±²®£® 1828.19



�®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¿y(x) = �1 + 1x�x¯°¨ x! +1 ¨ ¯°¨ x! �1 ² ¦¥ ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«, ° ¢­»© e.e = limx!1�1 + 1x�x :� ¬¥­¿¿ x ­  x = 1=t ¯®«³·¨¬ ¥¹¥ ®¤­³ § ¯¨±¼ ·¨±«  ee = limt!0(1 + t)1=t:�¨±«® e (·¨±«® �©«¥°  ¨«¨ ­¥¯¥°®¢® ·¨±«®) ¨£° ¥² ¢ ¦­³¾ °®«¼ ¢¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬  ­ «¨§¥.�³­ª¶¨¿ y = ex ­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ ½ª±¯®­¥­²». �±«¨ ¯®ª § ²¥«¼ ½ª±¯®-­¥­²» £°®¬®§¤ª¨©, ²® ¥¥ ¯°¨­¿²® § ¯¨±»¢ ²¼ ¢ ¢¨¤¥: exp(x).�®£ °¨´¬ ¯® ®±­®¢ ­¨¾ e ­ §»¢ ²±¿ ­ ²³° «¼­»¬. �£® ®¡®§­ · ¾²±¨¬¢®«®¬ ln, ².¥. loge x = lnx.� ¦­³¾ °®«¼ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬  ­ «¨§¥ ¨£° ¾² ² ª¦¥ £¨¯¥°¡®«¨·¥-±ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ (£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ±¨­³±, £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ª®±¨­³±, £¨¯¥°-¡®«¨·¥±ª¨© ² ­£¥­±), ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥ ´®°¬³« ¬¨:sh(x) = exp(x)� exp(�x)2 ;ch(x) = exp(x) + exp(�x)2 ;th(x) = sh(x)ch(x) :� ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥°» ­ µ®¦¤¥­¨¿ ­¥ª®²®°»µ ¯°¥¤¥«®¢ ± ¨±¯®«¼§®¢ -­¨¥¬ ¢²®°®£® § ¬¥· ²¥«¼­®£® ¯°¥¤¥« .�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!0 ln(1 + x)x .limx!0 ln(1 + x)x = limx!0 ln(1 + x)1=x = limx!0 ln e = 1:�² ª limx!0 ln(1 + x)x = 1. 20



�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!0 ax � 1x .�³±²¼ ax � 1 = u. �®£¤  ax = 1 + u; x = ln(1 + u)ln a .limx!0 ax � 1x = limu!0 u ln aln(1 + u = ln a � limu!0 uln(1 + u) = ln a � 1 = ln a:�² ª limx!0 ax � 1x = ln a.�°¨¬¥°. � ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!0 (1 + x)m � 1x , £¤¥ m { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®¥·¨±«®.� ±±¬®²°¨¬ · ±²­»© ±«³· ©, ª®£¤  m { ­ ²³° «¼­®¥. �®±¯®«¼§³¥¬±¿´®°¬³«®© ¡¨­®¬  �¼¾²®­ . �®£¤ (1 + x)m � 1x = mx+ m(m� 1)1 � 2 x2 + � � �x = m+ m(m� 1)1 � 2 x+ � � � ;¨ limx!0 (1 + x)m � 1x = limx!0 "m+ m(m� 1)1 � 2 x+ � � �# = m:�² ª limx!0 (1 + x)m � 1x = m.�°¨¬¥°.� ©²¨ ¯°¥¤¥« limx!1 f(x)F (x), £¤¥ limx!1 f(x) = 1, limx!1F (x) =1.�³±²¼ f(x) = 1 + g(x). �®£¤  limx!1 g(x) = 0 ¨limx!1 f(x)F (x) = limx!1 [1 + g(x)] 1g(x) � g(x)F (x) :�® limx!1 [1 + g(x)] 1g(x) = limg!0 [1 + g]1g = e;¨ limx!1 f(x)F (x) = exp � limx!1 g(x)F (x)� :21



�² ª limx!1 f(x)F (x) = exp� limx!1[(f(x)� 1)]F (x)�.� ¯®¬®¹¼¾ ¯®«³·¥­­®© ´®°¬³«» ­ ©¤¥¬ ¯°¥¤¥« limx!1� x2 + x�3x:�¤¥±¼ f(x) = � x2 + x�,   F (x) = 3x. �®«³· ¥¬limx!1� x2 + x�3x = exp � limx!1� x2 + x � 1� 3x� = e�6:

22


