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Аннотация 
 

 Предлагаемые методические указания ставят своей целью 
помочь студентам первого курса усвоить теоретический и 
практический материал по теме «Математический анализ». 
 В каждом разделе после теоретической части разбираются 
типовые задачи. 
 В методических указаниях охвачены следующие темы: 
пределы функций, дифференцирование функций, заданных в 
различных видах, производные и дифференциалы высших порядков, 
правило Лопиталя, приложение производной к задачам геометрии и 
механики. 
 Для закрепления материала студентам предлагается 
выполнить курсовую работу по перечисленным выше темам. 
 Настоящие методические указания могут использоваться на 
всех факультетах и специальностях.  
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1. ПРЕДЕЛЫ ФУНКЦИЙ 
 
 Для определения пределов последовательностей и функций 
используются некоторые известные приемы: 
1. Если необходимо найти предел 

A
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x
x

x
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−∞→
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1412
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3
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можно предварительно привести к общему знаменателю 
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2lim 23
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Поделив на член, имеющий максимальную степень, получим в 
числителе постоянную величину, а в знаменателе – все члены, 
стремящиеся к 0,то есть 
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2. Аналогично, для примера 
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3. A
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axax
x

=
−

++−
∞→ 33

2 )1(lim    в этом пределе, если подставить x=a, то 

получится неопределенность, которую можно преодолеть, если 
разложить разность кубов в знаменателе 

))(( 2233 aaxxaxax ++−=− , а числитель в виде: 
))(1()1()1(2 axxxaxxaxaxx −−=−−−=+−− . 

Тогда 2222
1lim
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aaxx
x

aaxxax
xaxA

axax ++
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=
++−
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  и подставив 

x=a, получим: 222222 3
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a
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4.  
153

2lim 2

2

0 +−
−

=
→ xx

xA
x

, при подстановке х=0, получим 2−=A . 

5.   Однако, если необходимо найти предел рациональной функции 
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234

23

0 3
2lim
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, то при делении на член с минимальной 

степенью, получим 
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Если в пределах содержатся иррациональные выражения, то 
приходится вводить новые переменные для получения 
рационального выражения, или же переводить иррациональности из 
знаменателя в числитель и наоборот.  

6.  A
xx
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+
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∞→ 35
13lim ;  Сделаем замену переменной. Заменим 

33 ; txtx == ,  при ∞→∞→ tx ; , получим 
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0
. Если числитель и знаменатель умножить на 

одно и то же число, то предел не изменится. Умножим числитель на 
)24( 2 ++x  и разделим на это же выражение, чтобы предел не 

изменился, а знаменатель умножим на )39( 2 +−x  и разделим, на 
это же выражение. Тогда получим: 
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Для определения пределов часто используются замечательные 
пределы: 

1sinlim =
x
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8.  A
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3sinlim
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Для вычисления такого предела сведем его к 1-му замечательному 
пределу (1). Для этого умножим и разделим числитель на x3 , а 
знаменатель на x5 , тогда 
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3(lim  Для вычисления этого предела сведем его ко 

второму замечательному пределу. С этой целью из рационального 
выражения в скобках выделим целую часть и представим ее в виде 
правильной дроби. Так поступают в тех случаях, когда 1)(lim =
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x
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  , а 10
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−
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x

 , то окончательно 10ε=A . 

Здесь использовалась непрерывность композиции непрерывных 
функций. 
 

2. ПРОИЗВОДНАЯ 
 

Производной от функции  )(xfy =  называется конечный 
предел отношения приращения функции к приращению аргумента, 
когда последнее стремится к нулю: 

x
yy

dx
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x ∆
∆

=′=
→∆ 0

lim , или 
x

xxfxf
x ∆

∆+
=′

→∆

)(lim)(
0

. 

Геометрически производная представляет собой угловой 
коэффициент касательной к графику функции )(xfy =  в точке х, то 
есть αtgy =′ . 
Производная есть скорость изменения функции в точке х. 
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Отыскание производной называется дифференцированием функции. 
Формулы дифференцирования основных функций: 
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3. ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

 
Пусть )(),(, xVVxUUconstC ==− , тогда: 
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  7) Если )(),( xUUUfy == , то есть )]([ xUfy = , где )(Uf  и 
)(xU имеют производные, то xux Uyy ′⋅′=′  (правило 

дифференцирования сложной функции). 
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4. ЛОГАРИФМИЧЕСКОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

 
Если требуется найти y′из уравнения )(xfy = , то можно: 

а) логарифмировать обе части уравнения 
)()(lnln xxfy ϕ== ; 

б) дифференцировать обе части полученного равенства, где yln есть 
сложная функция от х, 

)()( xyyx
y
y

ϕϕ ′⋅=′⇒′=
′

. 

в) заменить y его выражением через х 
)()( xxfy ϕ ′⋅=′ . 

Пример: xxy =  

).1(ln)

);1(ln;1ln)

;lnln)

+⋅=′

+=′+⋅′=
′

=

xxyв

xyyxx
y
yб

xxyа

x

 

 
5. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
Пусть уравнение 0),( =yxF  определяет y  как неявную 

функцию от х. 
а) продифференцируем по х обе части уравнения 0),( =yxF , 
получим уравнение первой степени относительно y′ ; 
б) из полученного уравнения выразим y′ . 
Пример: 422 =+ yx . 
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6. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ, ЗАДАННЫХ  

ПАРАМЕТРИЧЕСКИ 
 

Пусть функция задана параметрическими уравнениями 
)(),( tytx ψϕ == , 

тогда 
t

t
x x

yy
′
′

=′ , или .

dt
dx
dt
dy

dx
dy

=  

Пример:

.5
)1(3

)1(15
33

1515

.153

,13

2
2

22

2

24

35

3

t
t

tt
t

tt
dx
dy

tty

ttx

=
+

+
=

+
+

=







++=

++=

 

 
7. ПРИЛОЖЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ К ЗАДАЧАМ 

 ГЕОМЕТРИИ И МЕХАНИКИ 
 

Пусть )(xfy =  и αtgxf =′ )( 0 , где α -угол, образованный с 
положительным направлением оси ОХ касательной к кривой в точке 
с абсциссой 0x . 
Уравнение касательной к кривой )(xfy =  в точке ),( 000 yxM имеет 
вид: 

)( 000 xxyyy −′=− , где 0y′ -производная y′  при 0xx = . 
Нормалью к кривой называется прямая, перпендикулярная 
касательной и проходящая через точку касания. 
Уравнение нормали имеет вид 

)(1
0

0
0 xx

y
yy −

′
−=− . 

Угол между двумя кривыми )(1 xfy =  и )(2 xfy =  в точке их 
пересечения ),( 000 yxM называется угол между касательными к этим 
кривым в точке 0M . Этот угол находится по формуле 
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)()(1
)()(
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xfxf
xfxftg

′⋅′+
′−′

=ϕ . 

 
8. ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 
Если y′  есть производная от функции )(xfy = , то 

производная от y′  называется второй производной, или 
производной второго порядка и обозначается y ′′ , или )(xf ′′ , или 

2

2

dx
yd . 

Аналогично определяются производные любого 

порядка:производная третьего порядка ( ) 3

3

)(
dx

ydxfyy =′′′=′′′=′′′ ; 

производная n-го порядка: 
( )( ) n

n
nnn

dx
ydxfyy ===

′− )()()(1 . 

Для произведения двух функций можно получить производную 
любого n-го порядка, пользуясь формулой Лейбница: 
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Пример: 
1) 

 

.4260

,4220
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?;27

2

3

24

35

−=′′′

−=′′

−=′

−′′′+−=

xy

xxy

xxy
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9. ВТОРАЯ ПРОИЗВОДНАЯ ОТ НЕЯВНОЙ ФУНКЦИИ 

 
0),( =yxF -уравнение определяет y , как неявную функцию от 

х. 

а) определим ( )yx
dx
dy ,ϕ= ;  
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б) продифференцируем по х левую и правую части равенства 

( )yx
dx
dy ,ϕ= , 

причем, дифференцируя функцию ),( yxϕ по переменной х, помним, 
что y есть функция от х: 

( ) ( )
dx
dyyxF

dx
yxd

dx
yd ,,,
2

2

==
ϕ ; 

в) заменяя 
dx
dy  через ( )yx,ϕ , получим: 

( ( ) ) ),(,,,2

2

yxyxyxF
dx

yd
ψϕ ==  и т.д. 

Пример: 
xxfxfxxf ∆⋅′+≈∆+ )()()(  

 
10. ПРОИЗВОДНЫЕ ОТ ФУНКЦИЙ, ЗАДАННЫХ 

ПАРАМЕТРИЧЕСКИ 
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dt
dy

dt
xd

dt
dx

dt
yd

dt
dx
dt
yd

dx
ydyб

′′

=
′′

=′′′









⋅−⋅
=

′

=
′

=′′

 

Пример: 

Найти ,, 2

2

dx
ydy

dx
dyy =′′=′ если taytax 33 sin,cos == . 
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11. ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ПЕРВОГО И ВЫСШИХ 

ПОРЯДКОВ 
 

Дифференциалом первого порядка функции )(xfy = называется 
главная, линейная относительно аргумента часть . Дифференциалом 
аргумента называется приращение аргумента: xdx ∆= . 
Дифференциал функции равен произведению ее производной на 
дифференциал аргумента: 

dxydy ′= . 
Основные свойства дифференциала: 

,0  .1 =dC где constС = . 

( )
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.)()(  .6
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Если приращение x∆ аргумента мало по абсолютной величине, 

то dyy ≈∆  и xxfxfxxf ∆⋅′+≈∆+ )()()( . 
Таким образом, дифференциал функции может применяться для 
приближенных вычислений. 
Дифференциалом второго порядка функции )(xfy =  называется 
дифференциал от дифференциала первого порядка: )(2 dydyd = . 
Аналогично: )( 23 yddyd = . 

)( 1 yddyd nn −= . 
Если  )(xfy =  и  x - независимая переменная, то дифференциалы 
высших порядков вычисляются по формулам 
       nnn dxyyddxyyddxyyd )(,)(,)( )(3322 =′′′=′′= K . 
Пример. 
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Найти дифференциалы первого и второго порядков функции  

 

( ) .)(
)1(

2
1

1

,
1

)(

.

2
22

2
2

2

2

dx
x

xdx
x

yd

x
dxdxarctgxdy

arctgxy

+
−

=
′









+
=

+
=′=

=

 

 
12. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ С ПОМОЩЬЮ ПРАВИЛА 

ЛОПИТАЛЯ 
 
 Все вышеперечисленные пределы не использовали аппарат 
дифференциального исчисления. Однако, если необходимо найти  

)(
)(lim

xg
xf

ax→
  и при ax →   обе эти функции бесконечно малые или обе 

бесконечно большие, то их отношение не определено в точке ax =  

и, следовательно, представляет собой неопределенность типа 
0
0  или 

∞
∞  соответственно. Поскольку это отношение в точке ax =  может 

иметь предел, конечный или бесконечный, то нахождение этого 
предела называется раскрытием неопределенности (правило 
Лопиталя Бернули), 
и имеет место следующее равенство: 

 
)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

 , если 0)( ≠xg  и  0)( ≠′ xg . 

1. =
−

→ x
e x

x 3arcsin
1lim

2

0
(здесь имеет место неопределенность типа 

0
0 )= 

=
3
291

3
2lim

91

3
2lim 22

0

2

2

0
=−=

−

→→
xe

x

e x

x

x

x
. 

Аналогичное правило имеет место, если ∞→)(xf  и ∞→)(xg , 

т.е. 
)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

. 

2. =
−→ )1ln(
2lim

1 x

xtg

x

π

(неопределенность типа 
∞
∞ )  
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=

2
cos

)1(lim
2

1
1

2
cos

1

lim
21

2

1 x
x

x

x

xx π
π

π
−

−=

−
− →→

 

         = ∞==
−

−
→→ xxx xx ππππ

π
sin

1lim

2
cos

22
sin2

1lim
2 11

. 

 Правило Лопиталя позволяет также раскрывать 
неопределенности типа ∞⋅0  и ∞−∞ . Для вычисления )()(lim xgxf

ax→
, 

где )(xf - бесконечно малая, а )(xg - бесконечно большая при 
ax → (раскрытие неопределенности типа ∞⋅0 ) следует 

преобразовать произведение к виду  

)(
1

)(

xg

xf  (неопределенность типа 
0
0 ) или к виду 

)(
1

)(

xf

xg (неопределенность типа 
∞
∞ ) и далее использовать правило 

Лапиталя. 
3.  

.1)1(coslim1
)1(cos

1lim
)1(

1lim)1()1(lim

2

1

2
111

π
π

π

π
ππ

π

=−=

=

−

=
−

−
=−−

→

→→→

x

x
xtg

xxctgx

x

xxx

 

 Для вычисления ))()((lim xgxf
ax

−
→

, где )(xf  и )(xg - бесконечно 

большие при ax →  (раскрытие неопределенности типа ∞−∞ ) 

следует преобразовать разность к виду 







−

)(
)(1)(

xf
xgxf , затем 

раскрыть неопределенность  
)(
)(

xf
xg  типа 

∞
∞ . Если 1

)(
)(lim ≠

→ xf
xg

ax
, то 

∞=−
→

))()((lim xgxf
ax

. 

Если же 1
)(
)(lim =

→ xf
xg

ax
, то получается неопределенность типа ( 0⋅∞ ), 

которая раскрывается аналогично примеру 12). 
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4.  










−

−
−

−
=











−
−

− →→ )1(3
)1(2

1
)1(2

1lim
)1(3

1
)1(2

1lim
131 x

x
xxx xx

. 

Так как 1limlim

3

1
2

1

lim
3
2

)1(3
)1(2

lim 6
1

12
1

3
2

1

3 2

131
===

−

−
=

−

−
→→→→

x
x

x

x

x
x
x

xxxx
, то 

получим в итоге неопределенность типа 0⋅∞  и далее имеем  

1lim

2
12

3
1

2
1

3
2

lim
)1(2

)1(
)1(

3
21

lim 3
2

1

3

1

3

1
==

⋅
−



















−

−
−

=
−










−
−

−

→→→
x

x

x

x

x
x
x

xxx
. 

 
Правилом Лопиталя можно пользоваться также для раскрытия 

неопределенностей типа ∞∞ 1,,0 00 . В этих случаях имеется в виду 
вычисление предела выражения ( ) )()( xxf ϕ , где )(xf  в случае 

"0" 0 есть бесконечно малая, в случае "" 0∞ - бесконечно большая, а в 
случае "1" ∞ - функция, предел которой равен единице. 

Функция )(xϕ в первых двух случаях является бесконечно 
малой, а в последнем случае – бесконечно большой функцией. 
 Прежде чем искать предел таких выражений, их 
логарифмируют, т.е. если )()( xxfy ϕ= , то )(ln)(ln xfxy ϕ= , затем 
находят предел yln , и после чего находят предел y . Во всех 
перечисленных случаях  yln  является неопределенностью типа 

"0" ∞⋅ , которую раскрывают аналогично примеру 12). 
5. )ln(sinlnlim )0(sin

0

0
xxyx x

x
=⇒

→
 

      ==⋅=
→→→

x

xxxy
xxx

sin
1

lnlimlnsinlimlnlim
000

(воспользуемся правилом 

Лопиталя)= 

      = x
x

x
xxx

x

x
x

x
xxxxч

sinlimsinlim
cos

1lim
cos

sinlim
cos

sin
1

1

lim
000

2

0
2

0 →→→→→
−=−=

−
. 

 В этом произведении пределов первый равен 1, второй 
сомножитель представляет собой первый замечательный предел и он 

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


  
 

тоже равен 1, а последний сомножитель стремится к 0, 
следовательно: 

0lnlim
0

=
→

y
x

  и тогда  10 == ey . 

6. ;)2ln()2ln(1ln)2(lim
1

x
xx

x
yx

x
xxx

x

+
=+=⇒+

+∞→
 

       

=
+

=

=
+

+
=+

+

=
+

=

∞→

∞→∞→+∞→+∞→

2ln21
2ln2lim

2
2ln21lim

1
2

2ln21

lim)2ln(limlnlim

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx x
x

x
xy

 = 2ln
2ln2
2ln2lim 2

3

=
∞→ x

x

x
; 

        22lnln =⇒= yy . 

7. 
)1ln(

lnln
)1ln(

1lnlim )1ln(
1

0 −
=

−
=⇒−

→ xx
e

x e
xx

e
yx

x
;  

       =
−

=
−

==
−

=
→→→

−

→→→ x
e

exe
e

e
e
x

e
xy

x

xxxx

x

x

x

xxxxx

1lim1lim1lim

1

lim
)1ln(

lnlimlnlim
000

1

000
 

       = 1lim
1

lim1lim
000

==
→→→ x

x

x

x

xxx e
ee

e
; 

       eyy =⇒= 1ln .      

8.  





 +=⇒






 +

∞→ 22
11lnln11lim
x

xy
x

x

x
; 

 

      =
−







−⋅

+
=







 +

=





 +=

∞→∞→∞→∞→

2

3

22

2 1

2
11

1

lim
1

11ln
lim11lnlimlnlim

x

x
x

x

x
x

xy
xxxx

 

      = 0
1

2lim
11

2lim

2
3

2

=
+

=






 +

∞→∞→

x
x

x
x

x
xx

; 

      10ln 0 ==⇒= eyy . 
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 КУРСОВУЮ РАБОТУ ВКЛЮЧЕНА 21 ЗАДАЧА. 
№1-4 – Вычисление пределов функций; 
№5-10 – Найти производные функций; 
№11 – Найти первую производную; 

№12 – Вычислить 2

2

dx
yd  функции, заданной параметрическом виде; 

№13 – Найти d2y; 
№14 – Найти y(n); 
№15 – Составить уравнение нормали и касательной к кривой в точке 
x0; 
№16 – Вычислить значение функции приближенно с помощью 
дифференциала; 
№17 – Найти xxy ′′ ; 
№18 – Найти y ′′′ ; 
№19 – Найти y′ ; 
№20-21 – Вычислить предел, используя правило Лопиталя. 
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Вариант 1 

№1. 
xarctgx

xx

x 32
57lim

32

0 −
−

→
. 

№2. 
x

x

x sinln
12lim

2cos

2

−

→
π

. 

№3. 
2

3211lim
4 −

−+
→ x

x
x

. 

№4. 
54

)1)(12(lim 24

3

1 −+
+−−

−→ xx
xxx

x
. 

Вычислить производную 

№5. 3

2

x
xtgy = . 

№6. )(lnlog 4
3 xy = .  

№7. 
4

)(cos exy = . 
№8. )2(4 += xarctgy . 

№9. xxy
2cos33⋅= . 

№10. 
3

2

1
arcsin2

x
xxy

+

⋅+
= . 

№11. )(333 yxyx −⋅=+ . 

№12. 




=
=

tgty
tx sinln
. 

№13. tgxxy arg33 −= . 
№14. xexy ⋅+= )1( . 

№15. 2,
4

)4(
0

2

=
−

= xxxy . 

№16. 51,7,3 == xxy . 

№17. 






=

=

2

2ty

arctgtx
, =′′xxy ? 

№18. )1ln()72( 2 −−= xxy , yv=? 

№19. ?, =′= yxy
arctgxe  

№20. ctgx

x
tgx)31(lim +

→π
. 

№21. 
x

x xx
xx −

→ 







−+
−+ 2

1

2

2

1 54
32lim . 

 
 
 
 
 
 

Вариант 2 

№1. 
22

)23(lim 23

22

1 −−+
++

−→ xxx
xx

x
. 

№2. 
3 21 1

1lim
−

−
→ x

x
x

. 

№3. 
x
x

x 7sin
3cos1lim 2

+
→π

. 

№4. 
xx

ee xx

x sinarcsin2
lim

23

0 −
− −

→
. 

Вычислить производную 
№5. xarctgxctgy 33 ⋅= . 

№6. 
x

xxy
3
2cos +

= . 

№7. xxy arcsin)3(ln= . 

№8. 5 5 1++= xxy . 

№9. xy
3sin54−= . 

№10. )arcsin1(5 xxtgy +⋅= . 

№11. yxe y
x

=+ . 

№12. 




=
=

.cos
,sin

3

3

ty
tx  

№13. 3 31 xy −= . 
№14. gy ln= . 
№15. 2,132 0

2 −=−+= xxxy . 

№16. 015,1,73 3 =+= xxxy . 

№17. 






=′′






=

=
?,

2
sin

cos
4 xxyty

tx
 

№18. ?,cos 2 =′′′⋅= yxxy  

№19. ?,
cos

=′= yxy
xe  

№20. x
x

x sin
1

0
)(coslim

→
. 

№21. )2(

2
)(coslim −

→

xtg

x
xπ . 
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Вариант 3 

№1. 
xx

xx

x 23sin
76lim

22

0 −
− −

→
. 

№2. ππ xsix
x ee

x
3sin

2

2
1

)12(lim −
→ −

− . 

№3. 
38 2

31lim
x

x
x +

−−
→

. 

№4. 2

3

1

23lim
xx
xx

x +
−−

−→
. 

Вычислить производную 
№5. )(sinlog 3

4 xy = . 

№6. 3
1

)cos(arg xxy = . 
№7. xtgay 32 ⋅−= . 

№8. 
1

1
23 −+

=
xx

y . 

№9. 4

346
x

xxtgy −
= . 

№10. xy
3sin3= . 

№11. )()2( 4 xytgyx =+ . 

№12. 




=
=

.3sin
,3cos

2

2

tey
tex

t

t

 

№13. 
x

y
ln
1

= . 

№14. 
1

1
+

=
kx

y . 

№15. 1, 0
3 −=−= xxxy . 

№16. 98,0,
2
5 2

=
−+

= xxxy . 

№17. 




=′′
=

=
?,3 2 xxy

tshy
chtx

 

№18. ?,ln)3( 22 =′′′−= yxxy  

№19. ?,52 =′⋅= yxy xx
 

№20. xtg

x

x
2

)(sinlim

2

π
→

. 

№21. x

x
xx

1

2
1

)arccos(arcsinlim +
→

. 

Вариант 4 

№1. 
22

)12(lim 23

22

1 −−+
−−

→ xxx
xx

x
. 

№2. 
9

1213lim 23 −
+−+

→ x
xx

x
. 

№3. 2

4
)4(

2sin1lim
x

x
x −

−

→ ππ
. 

№4. 
xx

ee xx

x sin2sin
lim

35

0 −
−

→
. 

Вычислить производную 

№5. 25
26

x
tgxxy −

= . 

№6. )(log6 arcctgxy = . 

№7. 
x

y
arcsin

5
= . 

№8. xxy
1

)(cos= . 

№9. xxxy sincos2 2
4 −⋅= . 

№10. 31arccos xxy −+= . 
№11. yxxy +=)sin( . 

№12. 




−=
+=

.cossin
,sincos

ttty
tttx

 

№13. 
2xey −= . 

№14. xy cos= . 
№15. 4,2,38 0

2 =−+= xxxy . 
№16. 54,27,3 == xxy . 

№17. 




=′′
=

= ?,
arcsin xx

t

y
ty

ex  

№18. ?,
1

)1ln(
=′′′

−
−

= y
x
xy  

№19. ?, =′= yxy
ctgxe  

№20. 








→






 − 6

3 3
6lim

πxtg

x

x . 

№21. 
122

1 1
lim

+

→ 







−
−

xx

x x
ee . 
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Вариант 5 

№1. 
xxx

xx
x 34

)32(lim 3

22

3 ++
−+

−→
. 

№2. 
8

26lim 3

3

2 +
+−

−→ x
x

x
. 

№3. 
)(

)cos(1lim 21 π
π

xtg
x

x

+
→

. 

№4. 3

32

0 arccos
53lim

xx

xx

x +
−

→
. 

Вычислить производную 

№5. 





= 3

13
x

arcctgy . 

№6. 2

45cos
ctg

xxy +
= . 

№7. ( )2
4cos4 6 xxxy −⋅= . 

№8. xxy )(sin= . 
№9. )4ln( xtgy = . 

№10. 
5

6
2 ++

+
=

xx

xy . 

№11. 
y
xxy ln44 =+ . 

№12. 




=
=

.sin
,cos

tty
ttx

 

№13. 1+= xy . 
№14. xexy ⋅−= )1( . 

№15. 1, 0
2 =+= xxxy . 

№16. 08,0,arcsin == xxy . 

№17. 




=′′
−=
+= ?,

cossin
sincos

xxy
ttty
tttx  

№18. ?,log
3
2 =′′′= y

x
xy  

№19. ( ) ?,sin
1

=′= yxy
xe

 

№20. 
xx

x

x x
x sin

sin

0

sinlim
−

→






 . 

№21. x

x
x sin

2

)1(coslim +
→

π
. 

 
 

Вариант 6 

№1. 
1

23lim 23

3

1 +−−
+−

−→ xxx
xx

x
. 

№2. 
xx

x
x 21

1lim
3

1 −+
−

→
. 

№3. 
)8sin(
)7sin(lim

2 π
π

x
x

x→
. 

№4. 
xx

xx

x −
−

→ 2arcsin
23lim

75

0
. 

Вычислить производную 
№5. 3 1+= xarctgy . 
№6. )2(lnsin 2 xy = . 

№7. 
1

13

−
+

=
x

xtgy . 

№8. xxy )(arccos= . 

№9. xxy
3sin34⋅= . 

№10. 
x
xxy

+
−

=
1
1 . 

№11. xyyx coscos = . 

№12. 




=
=

tey
tex

t

t

sin
cos . 

№13. tey 3−= . 

№14. 
1

1
+

=
x

y . 

№15. 8,20 0
3 2 −=−= xxy . 

№16. 97,1,32 =++= xxxy . 

№17. 




=′′
=

= ?,cos
2

2

xxy
ttgy
tx  

№18. ?,ln
3 == ivy

x
xy  

№19. chxxy )5( −= . 

№20. x
xctg

x
x 3sin

2

2
)(coslim

π→
. 

№21. ( ) 







→
−+ 4

sin3
1

1lim
πx

x
xx . 
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Вариант 7 

№1. 
254
375lim 23

23

1 +++
+++

−→ xxx
xxx

x
. 

№2. 
3 4

33

0 2
2727lim

xx
xx

x +

−−+
→

. 

№3. 22 42

3sin7sinlim
ππ ee

xx
xx −

−
→

. 

№4. 
xx

ee xx

x 2sin
lim

27

0 −
− −

→
. 

Вычислить производную 

№5. 
xx

ctgxy
−

= 3 . 

№6. )sin6ln(5 xy = . 

№7. 2
5
1
x

y = . 

№8. xxy sin2)(arccos= . 

№9. xarctgxy 2+= . 

№10. 
1

1ln
2 ++

=
xx

y . 

№11. 2)sin( yyx =+ . 

№12. 




=
=

.cos
,

2 xy
tgxx

 

№13. 3 2xy = . 
№14. xexy ⋅= . 

№15. 4,
1
1

0 =
−
+

= x
x
xy . 

№16. 46,26,3 == xxy . 

№17. 




−=
−=

)3ln(
3

ty
tx  

№18. ( ) ?,1 2 =′′′⋅+= yarctgxxy  

№19. ( ) ?,54 =′+= yxy
ctgx

 

№20. x
x

xx
1

0
)sin(coslim +

→
. 

№21. 
1sin

1

2

1
lim

+

→ 







−

xx

x x
e . 

 
 
 

Вариант8 

№1. 
254

12lim 23

2

1 +++
+−

→ xxx
xx

x
. 

№2. 
x

xxx
x

)1(21lim
2

0

+−+−
→

. 

№3. 
)(

11lim
2

1 πxtg
xx

x

−+−
→

. 

№4. 3

32

0

53lim
xarctgx

xx

x +
−

→
. 

Вычислить производную 
№5. )14(sin 23 += xy . 

№6. 4

2 3
85

x
xtgy

x−
= . 

№7. 4 )32( += xarctgy . 

№8. 
x

x
y

ln

3
1







= . 

№9. ( )xxy arccos4= . 

№10. 5 331 xy += . 

№11. 
23yxy = . 

№12. 




=
=

.sin
,cos

tay
tax

 

№13. )lg( bxay += . 

№14. 
x

y 1
= . 

№15. 16,708 0
4 =−= xxy . 

№16. 97,0,523 2 =++= xxxy . 

№17. 




=′′
+=
+=

?,
cos2
sin

xxy
ty
ttx

 

№18. ?,ln
2 == ivy

x
xy  

№19. ?,)1( cos2 =′+= yxy x  

№20. x
x

x sin
1

0
)(coslim

→
. 

№21. 
2

1
3

1 1
1lim

x

x x
x









−
−

→
. 
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Вариант 9. 

№1. .
2
23lim

2

3

1 −−
−−

−→ xx
xx

x
 

№2. .238lim 2

3 2

0 xx
xx

x +
−++

→
 

№3. .
sin

3cos5coslim 2 x
xx

x

−
→π

 

№4 .
arcsin2

512lim
2

0 xx

xx

x −
− −

→
 

Вычислить производную 
№5. ( ).logarcsin 3 xy =  

№6. .2
4sin6 xxy −=  

№7. .433

x
xtgey

x −
=  

№8. .5lnln3 −= xy  
№9. ( ) .sin xarcctgxy =  
№10. ( ).122 += xtgy  

№11. ( ).arccos yx
x
y

−=  

№12.




=
=

.sin2
,cos2

tty
ttx

 

№13. .ctgxy =  
№14. ( ).ln baxy +=  
№15. .1,132 0

2 =+−= xxxy  
№16. .021,1,11 == xxy  

№17.




==

=

?,cosln

,sin
"
xxyty

tx
 

№18. ( ) ?,ln32 ’’’2 =⋅+= yxxy  

№19. ( ) ?’,sin 2
5

== yxy
x

 

№20. .
24
12lim 2

2 x

x xx
xx










+−
+−

∞→
 

№21. ( ) .1lim 1
1

arctgx
x

x
π

+
→

 

 
 
 
 
 
 

Вариант 10. 

№1. .
1
35lim

23

23

1 +−−
+−+

→ xxx
xxx

x
 

№2. .
11
11lim

330 xx
xx

x −−+
−−+

→
 

№3. ( ) .
2310

25lnlim
2 −−

−
→ x

x
x

 

№4 .
arcsin

lim
3

5

0 xx
ee xx

x +
−

→
 

Вычислить производную 
№5. .3

2cossin4 xxy +⋅=  
№6. ( ).15 2 += xtgy   

№7. .
1

1
2 −

=
xarctg

y  

№8. ( ) .arcsin ln xxy =  

№9. .4
4x

tgxy +
=   

№10. ( ).1lg 22
3 xxy −−=  

№11. ( ).sinsin yxxe y +=  

№12.






−=

−=

.61

,1
2ty

ax t

 

№13. .
1

1
2x

y
+

=  

№14. .kxxey −=  

№15. ( ) .1,63
02

2

=
+−

= x
x

xxy  

№16. .03,1,3 2 == xxy  

№17.








==

−=

?,1
,1

"
xxy

t
y

tx
 

№18. ( ) ( ) ?,234 5 =+= yxy x  

№19. ( ) ?’,12 =−= yxy
shx

 
№20. ( ) .31lim ctgx

x
tgx+

→π
 

№21. ( ) .lnlim 1
1

2

1
2 +

→
x

x
ex  
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Вариант 11. 

№1. .
23

254lim
3

23

1 −−
+++

−→ xx
xxx

x
 

№2. .
22

24lim
3

0 xx
x

x −+
−

→
 

№3. .
4sin

133lim
2

1 x
xx

x

−+−
→

 

№4 .
3

24lim
7

0 xxtg

xx

x −
−

→
 

Вычислить производную 
№5. .34 xarcctgy =  
№6. .log 3

2 xxtgy ⋅=  

№7. .
1

3arccos
3x

xy
−

=  

№8. ( ) .
xetgxy =  

№9. .
5

2sin x

xy =  

№10. .1

xx
y

+
=  

№11. ( ) .23 yxxyarcctg =  

№12.




−=
−=

.cos1
,sin
ty
ttx

 

№13. .xaxy ⋅=  
№14. .sin axy =  
№15. .64,3 0

3 =−= xxxy  
№16. .998,0,21 == xxy  

№17.




==

=

?,

,
"2
xxytthy

shtx
 

№18. ( ) ( ) ?,32sin 421 =+⋅= − yxey x  

№19. ?’,
3sin == yxy x  

№20. .
2
3lim

12 +

∞→








+
− t

t t
t  

№21. ( ) .sinlim sin xx

t
xx +

∞→
+  

 
 
 
 
 

Вариант 12. 

№1. .
12

1lim
24

4

1 −−
−

→ xx
x

x
 

№2. .
1
1lim

21 −
−

→ x
x

x
 

№3. .
sin

lim
22

x
x

x

π
π

−
→

 

№4. .
sin

lim
20 xxtg

ee xx

x −
− −

→
 

Вычислить производную 
№5. ( ).5sin 3 xxy x +=  

№6. .3
42 xtgxy ⋅=  

№7. .13 ++= xxy  

№8. ( ) .
xectgy =  

№9. ( ) .ln
4xxy =  

№10. .
arcsin

log
2

3

x
x

y =  

№11. ( ).arccos yx
x
y

−=  

№12.
( )





=
−=

.cos
,sin

tay
ttax

 

№13. .arctgxy =  

№14. .a
x

xey =  

№15. ( )
( ) .2,

2
2

03

3

=
−
+

= x
x
xy  

№16. .03,1,3 2 == xxy  

№17.






==

−=

?,ln

,1
"

3

xxyty

tx  

№18. ( ) ?,
3
3ln ’’’ =
+
+

= y
x
xy  

№19. ( ) ?’,43 =+= yxy
tgx

 

№20. .
24
12lim

2

2

2 x

x xx
xx










+−
+−

∞→
 

№21. ( ) .arcsinlim
1

xtg

x
x π

→
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Вариант 13. 

№1. .
43

485lim 23

23

2 −+
+++

→ xx
xxx

x
 

№2. .
23

39lim
3

3 xx
x

x −+
−

→
 

№3. .33lim
2235

1 xtg

xx

x π
−−

→
 

№4 .
2

710lim
2

0 arctgxx

xx

x −
− −

→ π
 

Вычислить производную 
№5. .cosln 22 xxy =  
№6. ( ) .cos tgxxy =  

№7. .3arcsin3 2 −= xy  

№8. .
2

4

xctg
xy =  

№9. .
5

1
3x

y =  

№10. .
2
1arcsin21 2 +

+−−=
xxxy  

№11. .3ln 2 += xyy  

№12.




−=

−=

.41

,12
2ty

tx
 

№13. ( ).sin bxay +=  
№14. ( ).1ln += xy  
№15. .1,32 0

2 −=−= xxy  
№16. .01,2,4 == xxy  

№17.










+
=

+
=

−
.

cos21
sin

cos21
cos

?,"

t
ty

t
tx

y xx  

№18. ( ) ( ) ?,12 53 =+= yxy  
№19. ( ) ?’,5 =−= yxy chx  
№20. ( ) .sin1lim cos

0

ecx

x
x+

→
 

№21. ( ) .2lim 8
sin

8







 +

→

x

x
xtg

π

π
 

 
 
 

Вариант 14. 

№1. .
43

8126lim
23

23

2 +−
−++

→ xx
xxx

x
 

№2. .
24
416lim

3

4 xx
x

x −
−

→
 

№3. .
cos

2
5sin

ln2lnlim
2 xx

x
x 








−

→

π
π

 

№4 .37lim
3

23

0 xtgx

xx

x +
−

→
 

Вычислить производную 
№5. ( ) .arcsin 2lg xxy =  
№6. .3arctgxy =  

№7. .sin3
2

5

xtg
xxy −

=  

№8. .1ln 23 xy −=  
№9. .55 xtgxy ⋅=  

№10. .
1

1
3 2 ++

=
xx

y  

№11. ( ) .0cos3 =−+ yxxy  

№12.
( )
( )




−=
+=

.cossin
,sincos

tttay
tttax

 

№13. .11
2xx

y −=  №14. ( ) .xebaxy +=  

№15. .1,
1
6

04

29

=
+
+

= x
x
xy  

№16. .24,8,3 == xxy  

№17.








−
=

−=
−

.
1

1
?,"

t
ty

tx
y xx  

№18. ( ) ( ) ?,1 42
1

2 =−−=
−

yexxy
x

 

№19. ( ) ?’,5cos == yxy
xe  

№20. .
23
43lim

3
1

0

+

→








+
−

x

x x
x  

№21. ( ) .cossinlim
1

4

tgx
x

xx +
→

π
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Вариант 15. 

№1. .
43

485lim
23

23

2 −+
+++

→ xx
xxx

x
 

№2. .
2

26lim
3

2 +
+−

−→ x
x

x
 

№3. .
sin

162lim
4 x

x

x π
−

→
 

№4 .
5sin3sin

lim
2

0 xx
ee xx

x −
−

→
 

Вычислить производную 
№5. .24 2 xarcctgy +=  

№6. ( ) .5
2sin xey −=  

№7. .55
x

ctgxy −
=  

№8. .3lnarcsin 3 xxy ⋅=  №9. ( ) .ln cos xxy =  

№10. .1log1 22 +−+= xxy  
№11. .arcsin xyy =  

№12.






+=

=

.

,
3

2

tty

tx
 

№13. .sin 2 xy =  

№14. .1
bax

y
+

=  

№15. .1,12 0 =+= x
x

xy  

№16. .996,1,7 == xxy  

№17.






−=

=
−

.1

,6
?,

3
"

ty

x
y xx  

№18. ( ) ( ) ( ) ?,3ln3 42 −−+= yxxy  
№19. ( ) ( ).sin?,’ sinsin xxxxyy =−  

№20. ( ) .1lim 2
1

2

0
x

t
xtg+

→
 

№21. .
4

22lim

1

22

x

x x
x










−
−+

→
 

 
 
 
 
 
 

Вариант 16. 

№1. .1lim
1











−

∞→
x

x
ex  

№2. .53sinlim
0

xxctg
x→

 

№3. .arcsinlim
30 x

arctgxx
x

−
→

 

№4. .coscoslim
20 x

bxax
x

−
→

 

Вычислить производную 
№5. .3ln5arccos xxy +=  

№6. .12

x
arctgxy =  

№7. .1 ctgx

x
y 






=  

№8. .3
2cossin xxy +=  

№9. .124
x
xtgy −

=  

№10. .
11

1ln
3 2x

y
−−

=  

№11. ( ) .1 yxy +=  

№12.




=
=

.sin
,cos

tby
tax

 

№13. .xy =  
№14. .kxexy ⋅=  
№15. ( ) .1,23 0

3 =−= xxxy  

№16.
( )
( )




+=
−=

−
.cos24

sin2
?,"

ty
ttx

y xx  

№17. ( ) ( ) ?;
2
2ln 4 −

−
−

= y
x
xy  

№18.
arctgxexyy =− ?,’  

№19. .
3

cos2sin
sin xe

xtg
xxy 







 +
=  

№20. ( ) .sincoslim
1

0
x

x
bxax +

→
 

№21. .sinsinlim
2

2

a
x

ax ax
ax









−
−

→
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Вариант 17. 

№1. .

2

sin1lim
2

2 





 −

−

→ x

x
x ππ

 

№2. .2cos2lim
0

ctgxxec
x

−
→

 

№3. .
1

arccoslim
01 −−→ t

t
x

 

№4 ( ).seclim 2

0
2

ααα
π

α
tgtg −+

−→
 

Вычислить производную 

№5. .
1

1
2 −

=
xarctg

y  

№6. ( ) .2
7cos2 x

ey =  

№7. .lg
x

xxy −
=  

№8. .5ln5 xxy =  
№9. ( ) .sin arcsin xxy =  

№10. .11ln ++= xy  
№11. ( ).arccos3 yxy −=  

№12.




=
=

.sin
,cos2 2

ty
tx  

№13. .1
x

y =  

№14. .sin xy α=  

№15. .1,
51

9
02

16

=
−

+
= x

x
xy  

№16. .016,1,
12

1
2

=
++

= x
xx

y  

№17.




+=
−=

−
.sincos
,cossin

?,"

ttty
tttx

y xx  

№18. ( ) ( ) ?,2sin32cos 4 −−= − yxxey x  

№19. ?’, −= yxy
xe  

№20. .
12
52lim

1−

∞→








+
− x

x x
x  

№21. 
( )

.
4

lim
sin π

π

−

→








x

x

xctg  

 
 

Вариант 18. 

№1. .

2

2cossin1lim
20 xtg

xxx
x

−+
→

 

№2. .
6
44lim

2

23

2 −−
++

−→ xx
xxx

x
 

№3. .
2

lim 





 +

∞→
arctgx

x

π  

№4 .
4sin
11lim

0 x
x

x

−−
→

 

Вычислить производную 
№5. ( ).sinlog 2 xxy =  
№6. .10 log xy =  

№7. .5
3

2

x
tgxxy +

=  

№8. ( ).22arccos −= xy  
№9. ( ) .arcctgxctgxy =  

№10. .1ln 2 −+= xxy  

№11. .







=−

y
xarctgyx  

№12.






=

=

.

,
3

2

t

t

ey

ex
 

№13. .xy =  №14. ( ).1ln xy +=  

№15. ( )
( ) .1,

13
22

04

2

=
+
+−

= x
x
xy  

№16. .64,7,3 == xxy  

№17.  

№18. ?;ln)15( )3(2 --= yxxy  

№19.  

№20. ( ) .sincoslim

1

0

x

x

bxax +

®

 

№21.  
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Вариант 19. 

№1. . 

№2. . 

№3. . 

№4. . 

Найти производную 

№5. . 
№6. . 
 

№7. . 

№8. . 

№9. x

exy

3
sin2 -

= . 

№10. 
a

x

a arcsin . 

№11. . 

№12. . 

№13. . 
№14. x

exy

-

+= )1( . 

№15. . 

№16. 56,2,14 =-= xxy . 

№17. . 

№18.  

№19. . 

№20. . 

№21. . 

 

Вариант 20. 

№1. . 

№2. . 

№3. . 

№4. . 

Найти производные 

№5. . №6. . 

№7. )ln(

2

xarctgxy = . №8. . 

№9. x

tgxy

sin

)(= . 

№10. . 
№11. . 

№12. . 

№13. xy

2

cos= . 

№14. . 

№15. . 

№16. 16,4;

1

== x

x

y . 

№17. . 

№18.  

№19. . 

№20. . 

№21. . 
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Вариант 21. 

№1. .    

 №2. .     

№3. .  

№4. .  

Вычислить производную 
№5. .  

№6. . №7. x

y

3sin3

4= .  

№8. .  

№9. . 

№10. . 

№11. . 

№12.  

№13. . 
№14. . 

№15.  

№16. 002.2,

7

== xxy . 

№17.  

№18.   

№19.  
№20.  

№21.  

 
 
 

Вариант 22. 

№1. .

sin

lim

pp -® x

x

x

 

№2  

№3.  

№4.  

Вычислить производную 

№5. .

2cos

2

x

xx

y

+

=   

№6.  

№7.   

№8.  
№9. .2sin2

5

xxctgy =  

№10.  

№11. ( ) .sin

2

yyx =+  

№12.  

№13.  

№14.  

№15.  

№16.  

№17.  

№18.   

№19.  
№20.  

№21.  
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Вариант 23. 

№1 .

12

23

lim
2

3

1
++

--

-®
xx

xx

x

 

№2  

№3.  

№4.  

Вычислить производную 
№5.  

№6.  

№7.  №8.  

№9. ( ) .arccos

cos x

xy =  

№10.   
№11. 3

sinsin yxyyx =+   

№12.  

№13.  
№14.  

№15.  

№16.  

№17.  

№18.  

№19. ?’,

arcsin

== yxy

x  

№20.  

№21. . 

Вариант 24. 

№1.  

№2.  

№3.  

№4.  

Вычислить производную 
№5  

№6.  

№7.  

№8. .cosln

5

xy =  
№9. ( ) .

arcctgx

tgxy =  

№10.  

№11. ( ) .2sin

2

=+ yxy  

№12.  

№13. .

2

xctgy =  
№14.  
№15. ( ) .1,32

0

3
=+-= xxxy  

№16. .997,2,

5

== xxy  

№17.  

№18.  

№19.  

№20.  

№21.  
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Вариант 25. 

№1.  

№2.  

№3.  

№4.  

Вычислить производную 
№5.  
№6. ( ) .

ln x

ctgxy =  
№7.  

№8. .3

3
cos xx

y

+

=  
№9. .3log

3

3
xtgxy ×=  

№10.  

№11. ( ) .sin

45

xyxy =-  

№12.  

№13.  

№14. ( ) .

x

ebaxy

-

×+=  

№15. .1,

3

31

02

2

=

+

+

= x

x

x

y  

№16.  

№17.  

№18.  

№19.  

№20.  

№21.  

Вариант 26. 

№1.  

№2. .

529

lim

3 28
x

x

x

-+

®

 

№3.  

№4.  

Вычислить производную 
№5.  

№6. ( ) .3

3
cos x

ey

-

=  

№7.  

№8.  
№9.  
№10.  
№11.  

№12.  

№13.  
№14.  
№15.  
№16. .998,3,

4

== xxy  

№17.  

№18.  

№19.  

№20.  

№21.  
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Вариант 27. 

№1.  

№2.  

№3.  

№4  

Вычислить производную 
№5.  

№6.  

№7.  

№8.  
№9.  
№10.  

№11.  

№12.  

№13.  
№14.  
№15. .1,3

0

4
=-= xxxy  

№16.  

№17.  

№18.  

№19.  

№20.  

№21.  

 

Вариант 28. 

№1.  

№2.  

№3.  

№4  

Вычислить производную 

№5.  

№6.  

№7.  

№8.  

№9.  

№10.  

№11. .

2244

yxyx =+  

№12.  

№13.  
№14.  

№15.  

№16. .01,0,cos3
3

=+= xxxy  

№17.  

№18.  

№19.  

№20.  

№21.  
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Вариант 29. 

№1. .

34

32

lim
23

2

3
xxx

xx

x
++

-+

-®

 

№2.  

№3.  

№4.  

Вычислить производную 

№5.  

№6.  

№7.  

№8.  

№9. .

2
x

xy =  

№10.  
№11.  

№12.   

№13.  

№14.   

№15. 
№16. 

№17.  

№18.  

№19.  

№20.  

№21.  

 
 
 
 

Вариант 30. 

№1. ( ) ( )

.

311

lim
5

3

0
xx

xx

x
+

+-+

®

  

№2.  

№3.  

№4.  

Вычислить производную 

№5. .

2

x

arcctgy =  

№6. .5

2
22 xctg

xy =  

№7.  

№8. .log3
3

3

xxy *=  
№9.  

№10.  

№11.  

№12.  

№13.  

№14.  

№15.  

№16.  

№17.  

№18.  

№19.  

№20.  

№21.  
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