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Введение 
Математическая логика является важнейшим элементом математического об-
разования. Данное пособие содержит изложение основ математической логи-
ки, соответствующее первой части курса лекций по дисциплине «Математи-
ческая логика и теория алгоритмов», читаемых в МАТИ студентам, обучаю-
щимся по специальностям «Информатика и вычислительная техника» и 
«Системы автоматизированного проектирования». Пособие предназначено в 
помощь как студентам МАТИ, так и студентам других технических универ-
ситетов. Оно может быть полезно также и для преподавателей.  

В пособии рассматриваются следующие темы: алгебра (логика) высказы-
ваний, логика предикатов. Оно содержит большое количество примеров, де-
монстрирующих использование изложенной теории для решения конкретных 
задач. 

 
Формальная логика — одна из древнейших наук. Отдельные фрагменты  

ее начали разрабатываться в VI в. до нашей эры в Древней Греции и Индии. 
Основателем этой науки считается гениальный древнегреческий ученый Ари-
стотель, который обстоятельно систематизировал логические формы и прави-
ла мышления, и тем самым заложил начала логики. Логика, основанная на 
учении Аристотеля, существовала до начала XX в., после чего в ней про-
изошла своеобразная научная революция, связанная с широким применением 
методов так называемой символической, или математической логики. Идеи 
последней — о возможности сведения рассуждений к вычислениям — были 
высказаны еще немецким ученым Г. В. Лейбницем в XVII в. Однако только к 
началу XX столетия  математическая логика (то есть логика, развиваемая ма-
тематическим методом) оформилась в качестве самостоятельной дисципли-
ны. Характерным для этой дисциплины является использование формальных 
языков с точным синтаксисом и четкой семантикой, однозначно определяю-
щими понимание формул. Современная математическая логика — это та же 
самая логика Аристотеля, но только громоздкие словесные выводы заменены 
в ней математической символикой. Эта дисциплина изучает вопросы приме-
нения математических методов для решения логических задач и построения 
логических схем, которые лежат в основе работы любого компьютера.  

Для построения основных разделов современной математической логики 
существуют два подхода (языка), образующих два варианта формальной ло-
гики: алгебру логики и логические исчисления. В данном пособии рассматри-
вается только первый из этих подходов. 

Суждения в математической логике называют высказываниями или ло-
гическими выражениями. Математическая логика включает два основных 
раздела: логику высказываний (или пропозициональную логику) и охватываю-
щую ее логику предикатов.  
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1. Алгебра (логика) высказываний 
Основными понятиями логики высказываний являются высказывания и 

логические связки (операции над высказываниями). В логике предикатов ис-
пользуются еще предикаты и кванторы. 
 

1.1. Высказывания и операции над ними 
Логическими высказываниями являются утвердительные предложения, о 

которых можно судить, истинны они или ложны. Причем они не могут быть 
истинными и ложными одновременно. Логика высказываний рассматривает 
эти предложения не с точки зрения их смысла, содержания, а только с точки 
зрения их истинности или ложности. Для понятия «высказывание» иногда 
используют термин «пропозиция», а говоря «пропозициональный», подразу-
мевают относящийся к логике высказываний. 

Классический пример утверждения, не являющегося высказыванием, та-
ков: 

 
Все, что написано в этой рамке, есть ложь. 

 
Действительно, попытка определить истинностное значение этого «вы-

сказывания» приводит к противоречию: если то, что написано, истинно, то 
это противоречит смыслу слов в рамке. То же противоречие возникает, если 
предположить, что оно ложно. 

Вопросительные, повелительные и бессмысленные предложения не яв-
ляются логическими высказываниями. 

Говорят, что если предложение истинно, то его значение истинности 
равно 1, если ложно — то 0 . По аналогии с элементарной алгеброй, где лю-
бое число является константой, высказывание является логической констан-
той, величина которой равна  1 или 0 . 

 

В качестве примера отметим, что предложение « 2   4x = », вообще гово-
ря, не является высказыванием. Для того чтобы имело смысл говорить об его 
истинности или ложности, необходимы некоторые дополнительные сведения. 
Конечно, достаточно знать, какое именно число обозначено буквой x .  

Каждому значению переменной x  будет соответствовать либо истинное, 
либо ложное высказывание; например, высказывания 2  ( 2)  4− = , 2  2  4=  
истинны, остальные ложны. 

 
Будем называть высказывание простым (элементарным, атомарным), 

если оно рассматривается нами как некое неделимое целое. Обычно к ним от-
носят высказывания, не содержащие логических связок. 
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Сложным (составным) называется высказывание, составленное из про-
стых с помощью логических связок. 

В логике над высказываниями производятся следующие основные опера-
ции (логические связки): отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, 
эквиваленция, неравнозначность. Они рассматриваются как средство вычис-
ления логического значения сложного высказывания по логическим значени-
ям составляющих его простых высказываний. 

 
Отрицание (логическая связка «не») 

 
Отрицанием (инверсией) высказывания A  называется высказывание, ко-

торое истинно, если высказывание A  ложно, и ложно, когда A  истинно. За-
писывается: A  или ¬ A . Читается: «не A» («не верно, что A»). Отметим, 
что отрицание является логической операцией, выполняемой над одним ар-
гументом. 

Эта логическая связка может быть проиллюстрирована следующей таб-
лицей (таблицей истинности): 
 

A  ¬ A  
0  1 
1 0  

 
Логическое умножение (конъюнкция) 

 
Конъюнкция двух высказываний A  и B  — это сложное логическое высказы-
вание, которое истинно только в случае истинности всех составляющих вы-
сказываний, в противном случае оно ложно. Обозначения: A&B , .A B∧  Чи-
тается: « A  и B ».  

Эта логическая связка может быть также проиллюстрирована таблицей 
истинности, в которой показаны значения истинности сложного высказыва-
ния в зависимости от значений истинности составляющих его простых выска-
зываний A  и .B  

 
A  B  A&B  
0  0  0  
0  1 0  
1 0  0  
1 1 1 
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Логическое сложение (дизъюнкция) 
 

Дизъюнкция двух высказываний A  и B  — это сложное логическое вы-
сказывание, которое ложно только в случае ложности всех составляющих вы-
сказываний, в противном случае оно истинно. Таким образом, это высказыва-
ние считается истинным, когда истинно хотя бы одно из составляющих вы-
сказываний. Обозначается: .A B∨  Иногда встречается обозначение .A B+  
Читается: « A  или B ». 

Дизъюнкция иллюстрируется следующей таблицей истинности: 
 

A  B  A B∨  
0  0  0  
0  1 1 
1 0  1 
1 1 1 

 
Логическое следование (импликация) 

 
В математических доказательствах часто пользуются сложными выска-

зываниями, образованными с помощью слов «если …, то …». Здесь высказы-
вание, расположенное после слова «если», называется основанием или по-
сылкой, а высказывание, расположенное после слова «то», называется след-
ствием или заключением. Импликацией двух высказываний A  и B  называет-
ся высказывание, обозначаемое символом A B→ , которое ложно тогда и 
только тогда, когда A  истинно, а B  ложно. Иногда встречается обозначение 
A B⊃ . Читается: «если A , то B » (« A  влечет B », «из A  следует B »).  

 
Импликация проиллюстрирована таблицей истинности: 

 
A  B  →A B  
0  0  1 
0  1 1 
1 0  0  
1 1 1 

 
Определение импликации вынуждает считать истинными такие предло-

жения, как: «если 2 2 4× = , то Москва столица России»; «если 2 2 5× = , то 
3 3 6× = ». Это связано с тем, что определениями логических операций смысл 
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составляющих высказываний не учитывается, они рассматриваются как объ-
екты, обладающие единственным свойством — быть истинными, либо лож-
ными.  

Истинность высказывания «если 2 2 5× = , то 3 3 6× = » кажется парадок-
сальной. Но объяснение этому, во-первых, следует искать в том, что сами вы-
сказывания 2 2 5× =  и 3 3 6× =  мало связаны между собой, а во-вторых, в 
том, что использование сослагательного наклонения несколько точнее отра-
жало бы смысл указанной импликации. В самом деле, утверждение «если бы 
2 2 5× = , то 3 3 6× = » не кажется противоречивым, то есть истинность нашей 
импликации означает, что «3 3 6× =  не менее истинно, чем 2 2 5× = ». 

 

Логическое тождество (эквиваленция) 
 

Эквиваленцией (эквивалентностью, равнозначностью) двух высказыва-
ний A  и B  называется высказывание, обозначаемое символом A ~ B  (или 
A B↔ ), которое истинно когда истинностные значения высказываний A  и 
B  совпадают, и ложно — в противном случае.  

 
Таблица истинности для эквивалентности имеет вид: 

 
A  B  A ~ B  
0  0  1 
0  1 0  
1 0  0  
1 1 1 

 
Логическая операция A ~ B  соответствует союзу «тогда и только тогда, 

когда» и читается: « A  эквивалентно B » (« A  равнозначно B »,  «для того, 
чтобы A  необходимо и достаточно, чтобы B »). 

Когда мы говорим « A  тогда и только тогда, когда B », то имеем в виду, 
что оба предложения A  и B  одновременно истинны, либо одновременно 
ложны. Например, говоря: «Я поеду в Ленинград тогда и только тогда, когда 
ты поедешь в Киев», мы утверждаем, что: либо произойдет и то и другое, ли-
бо ни того, ни другого. 
 

Исключающее «или» (неравнозначность) 
 

Неравнозначностью двух высказываний A  и B  называется высказыва-
ние, истинное, когда истинностные значения A  и B  не совпадают, и лож-
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ное — в противном случае. Обозначается: A B⊕ . Читается: «либо A , либо 
B » (понимается — в разделительном смысле). Таблица истинности для не-
равнозначности имеет вид: 
 

A  B  A B⊕  
0  0  0  
0  1 1 
1 0  1 
1 1 0  

 
Итак, в математической логике для записи сложных высказываний ис-

пользуются следующие логические операции над простыми высказываниями: 
 

не;

и;
или;

влечет;
эквивалентно;
либо, либо.

&,

~

−

−
−
−

−

−

¬
∧

∨
→

⊕

 

 
Каждую из этих операций можно рассматривать как операцию над 

символами 0  и  1. 
 

1.2. Формулы алгебры высказываний 
Пропозициональными (высказывательными) переменными называются 

такие переменные, вместо которых можно подставлять конкретные высказы-
вания. Пропозициональные переменные (т.е. буквы, обозначающие высказы-
вания), логические связки и скобки составляют алфавит языка алгебры вы-
сказываний. С помощью элементов алфавита можно построить разнообраз-
ные логические формулы. Под формулами алгебры высказываний понимают-
ся осмысленные выражения, полученные из символов пропозициональных 
переменных, знаков операций и скобок, определяющих порядок действий. 
Дадим более четкое определение логической формулы. 

 
Логическая формула определяется индуктивно по следующей схеме: 
1) Всякая пропозициональная переменная есть формула. 
2) Если A  — формула, то и ¬ A  является формулой. 
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3) Если A  и B  — формулы, то выражения (A& )B , ( )A B∨ , ( )A B→ , 
(A ~ )B , ( )A B⊕  также являются формулами.  

4) Других формул, кроме построенных по правилам трех предыдущих 
пунктов, нет. 

 
Определение формулы таково, что формулы насыщены скобками и труд-

ночитаемы, поэтому обычно принимают соглашение об упрощении записи 
формул: 

а) Наружные скобки в записи формул можно опускать. 
б) Считается, что конъюнкция «сильнее» дизъюнкции, а обе они «силь-

нее» неравнозначности, импликации и эквиваленции. Отрицание «сильнее» 
всех других операций. Поэтому часть скобок, определяющих порядок дейст-
вий, можно опускать. 

в) Скобки, определяющие порядок действий, в ассоциативном случае 
можно опускать. 

г) Конъюнкцию можно обозначать знаком «⋅» или знак конъюнкции 
опускать. 

 
Иногда опускают не все скобки, которые можно опустить, чтобы форму-

ла легче воспринималась. В первую очередь выполняются операции в скоб-
ках, затем все остальные логические операции в порядке старшинства. Поря-
док старшинства логических операций следующий: 

 

¬ , &, ,  ,  ,  ~ .∨ ⊕ →  
 

Примеры 
 

1. Представить логическими формулами следующие высказывания:  
 

а) «Сегодня суббота или воскресенье». 
 
Решение. Пусть A  — «сегодня суббота», а B  — «сегодня воскресенье». 

Тогда «сегодня суббота или воскресенье» представимо формулой: .A B⊕  
(Это сложное высказывание состоит из двух простых высказываний A  и ,B  
соединенных связкой «или» в разделительном смысле.) 

 
б) «Идет снег или дождь». 
 
Решение. Пусть A  — «идет снег», а B  — «идет дождь». Тогда логиче-

ская формула для высказывания «идет снег или дождь» имеет вид: .A B∨  
 
в) «Если идет дождь, то крыши мокрые». 
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Решение. Пусть A  — «идет дождь», а B  — «крыши мокрые». Тогда 
«если идет дождь, то крыши мокрые» представимо формулой: .A B→  

 
г) «Что в лоб, что по лбу». 
 
Решение. Пусть A  — «в лоб», а B  — «по лбу». Тогда «что в лоб, что по 

лбу» может иметь вид: A ~ .B  
 
д) «В квартире грязно и холодно». 
 
Решение. Пусть A  — «в квартире грязно», а B  — «в квартире холодно». 

Тогда «в квартире грязно и холодно» представимо логической формулой: 
A& .B   

 
е) «Если допоздна работаешь с компьютером и при этом пьешь много 

кофе, то утром просыпаешься в дурном настроении или с головной болью». 
 
Решение. Пусть: 
 
A  — «допоздна работаешь с компьютером», 
B  — «пьешь много кофе», 
C  — «утром просыпаешься в дурном настроении», 
E  — «утром просыпаешься с головной болью». 
 

Тогда сложное высказывание «если допоздна работаешь с компьютером и 
при этом пьешь много кофе, то утром просыпаешься в дурном настроении 
или с головной болью» представимо формулой: (A& )  ( )B C E→ ∨ . 

 
2. Пусть даны высказывания: 
  
A  — «число 9 делится на 3», 
B  — «число 10 делится на 3». 

 
Требуется определить значения истинности следующих высказываний: 
 

1)    B A→ ;  2)  ¬   A B→ ;  3)  ¬   B → ¬ A .  
 

Решение. Имеем: A  истинно, ¬ A  ложно, B  ложно, ¬ B  истинно. 
Следовательно, из определения импликации получаем:   

1) 0  1→   истинно;  
2) 0  0→   истинно;  
3) 1  0→   ложно. 
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1.3. Логические функции высказываний 
Теория, которая изучает логические формулы, определенные выше, на-

зывается алгеброй высказываний. Она изучает строение сложных логических 
высказываний и способы установления их истинности с помощью алгебраи-
ческих методов. В алгебре высказываний каждая пропозициональная пере-
менная, каждая формула принимает одно из двух значений: 1 (истина) или 
0  (ложь). Таким образом, каждая логическая формула задает логическую 
функцию — функцию от логических переменных, которая сама может при-
нимать только два логических значения. 

Любую логическую функцию 1( , , )nf x x  можно задать таблицей ис-
тинности, в левой части которой перечислены все возможные наборы значе-
ний ее аргументов (т.е. двоичных векторов длины n ), а в правой части — 
значения заданной функции на этих наборах. Будем обозначать через 2P  
множество всех логических функций (для всех возможных значений n  числа 
переменных), а через 2( )P n  — множество всех логических функций от n  пе-
ременных (для фиксированного n ). 

В таблице истинности наборы значений аргументов расположены в оп-
ределенном порядке — лексикографическом, который совпадает с порядком 
возрастания наборов, рассматриваемых как двоичные числа.  

Число всех возможных двоичных векторов длины n  равно 2n . Поэтому 
число всех различных логических функций от n  переменных равно числу 
возможных расстановок нулей и единиц в столбце длины 2n , то есть это чис-

ло равно 22 n
. 

Полезно иметь в виду, что, записывая таблицу истинности логической 
функции от n  переменных, нет необходимости каждый раз перечислять все 
наборы длины n  — достаточно записать вектор значений логической функ-
ции, понимая, что i -я компонента этого вектора есть значение функции на 
i -м наборе (двоичном коде числа i ). 

Можно также перечислить номера тех наборов, на которых функция 
принимает значение 1. Наборы значений аргументов 1,  ,  nx x , на которых 

1( , , )  1nf x x = , часто называют единичными наборами функции ,f  а 

множество всех единичных наборов — единичным множеством функции .f  
Подобным образом, наборы значений, на которых   0f = , называют нуле-
выми наборами функции ,f  а множество нулевых наборов — нулевым мно-
жеством. 

Известно, что всякую логическую функцию можно задать и с помощью 
формулы. Особую роль в алгебре высказываний играют логические функции 
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одной и двух переменных — унарные и бинарные логические операции. Сре-
ди них: отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквиваленция, не-
равнозначность (сумма по модулю 2 ) и др. Эти функции очевидным образом 
интерпретируются естественными логическими связками «не», «и», «или» и 
т.д., широко используемыми при описании систем, явлений, формализации 
рассуждений и пр. 

Таким образом, формула наряду с таблицей истинности служит способом 
задания и вычисления функции. В общем случае формула описывает логиче-
скую функцию как суперпозицию других более простых функций. Имея 
функции 1( , , )mf x x , 1( , , )k ng x x , где 1, ,  k n=  , образуем функцию 

 

1 1 1 1( , , )  ( ( , , ), , ( , , ))n n m nh x x f g x x g x x=    . 
 

Эту операцию и называют суперпозицией. 
 

Пример 
 

Требуется построить таблицу истинности для формулы: 
 

( )( ) ( )( ) =           F A B C B A B .∧ → ∧ → ∨  

 
Решение. Определим порядок действий и заполним последовательно 

таблицу истинности. 
 

 

   =         .
1 4

2 5
3

6
7

F A B C B A B

 
 
 
  
                                
 
  
 

∧ → ∧ → ∨









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A  B  C  1 2  3 4  5 6  7 F=  
0  0  0  1 1 0  1 0  0  0  
0  0  1 0  1 0  1 0  0  0  
0  1 0  1 1 0  0  1 0  1 
0  1 1 0  0  0  0  1 0  1 
1 0  0  1 1 1 1 1 1 1 
1 0  1 0  1 1 1 1 1 1 
1 1 0  1 1 1 0  1 1 1 
1 1 1 0  0  0  0  1 0  1 

 
 

1.4. Равносильность формул 
Назовем эквивалентными (или равносильными) формулы, которые пред-

ставляют равные функции. Равносильность формул в алгебре логики обозна-
чается знаком тождественного равенства ≡ . Стандартный метод установле-
ния эквивалентности двух формул:  

1) по каждой формуле восстанавливается таблица истинности; 
2) полученные таблицы сравниваются по каждому набору значений пе-

ременных. 
Нужно различать символы ~  и ≡ . Знак ~  является символом формаль-

ного языка, с помощью которого строятся формулы, а знак ≡  обозначает от-
ношение на множестве формул. 

 
В логике выделяют следующие равносильные формулы — основные эк-

вивалентные соотношения (законы): 
 
1.   A A≡  (закон тождества); 
 
2. A&0  0≡ ; 
 
3. 0  A A∨ ≡ ; 
 
4. A&1  A≡ ; 
 
5. 1  1A∨ ≡ ; 
 
6. ¬ (¬ )  A A≡  (закон двойного отрицания); 
 
7. A&(¬ )  0A ≡  (закон логического противоречия); 
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8. A∨ (¬ )  1A ≡  (закон исключенного третьего); 
 
9. A&   A A≡  (идемпотентность конъюнкции); 
 
10.   A A A∨ ≡  (идемпотентность дизъюнкции); 
 
11. A&   B B≡ & A  (коммутативность конъюнкции); 
 
12.   A B B A∨ ≡ ∨  (коммутативность дизъюнкции); 
 
13. A&(B& )  (C A≡ & )B &C  (ассоциативность конъюнкции); 
 
14. ( )  ( )A B C A B C∨ ∨ ≡ ∨ ∨  (ассоциативность дизъюнкции); 
 
15. A&( )  (B C A∨ ≡ & ) (B A∨ & )C  (дистрибутивность конъюнкции 

относительно дизъюнкции); 
 
16. (A B∨ & )  ( )C A B≡ ∨ &( )A C∨  (дистрибутивность дизъюнкции 

относительно конъюнкции); 
 
17. A&( )  A B A∨ ≡  (первый закон поглощения); 
 
18. (A A∨ & )  B A≡  (второй закон поглощения); 
 
19. ¬ (A& )  B ≡ ¬ A ∨ ¬ B  (первый закон де Моргана); 
 
20. ¬ ( )  A B∨ ≡ ¬ A&¬ B  (второй закон де Моргана); 
 
21.   (A A≡ & ) (B A∨ &¬ )B  (первый закон расщепления); 
 
22.   ( )A A B≡ ∨ &(A∨¬ )B  (второй закон расщепления); 
 
23.   A B→ ≡ ¬ B →¬ A  (закон контрапозиции); 
 
24.   A B→ ≡ ¬   A B∨ ≡ ¬ (A&¬ )B ; 
 
25. A ~   (B ≡ ¬ )A B∨ &(¬ )  (B A A∨ ≡ & ) (B ∨ ¬ A&¬ )B ; 
 
26.   (A B A⊕ ≡ &¬ )B ∨ (¬ A& )B ; 
 
27.   A B∨ ≡ ¬   A B→ ≡ ¬ (¬ A&¬ )B ; 
 
28. A&   B ≡ ¬ (A→¬ )  B ≡ ¬ (¬ A∨¬ )B . 
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Все эти равносильности легко доказываются с помощью таблиц истинно-
сти. Равносильности 24—28 показывают, что одни логические операции мо-
гут быть выражены через другие. 

 
Эквивалентным (или тождественным) преобразованием некоторой 

формулы называют переход (по определенным правилам) к любой формуле, 
эквивалентной данной. Например, часто применяется правило подстановки 
формулы F  вместо переменной A . При подстановке формулы F  вместо пе-
ременной A  все вхождения переменной A  в исходное соотношение должны 
быть одновременно заменены формулой F . Это правило применяется к эк-
вивалентным соотношениям для получения новых эквивалентных соотноше-
ний. 

Правило замены подформул позволяет, используя известные эквивалент-
ные соотношения, получать формулы, эквивалентные данной (в частности, 
упрощать формулы). Подформула — это часть формулы, сама являющаяся 
формулой. Если некоторая формула F  содержит 1F  в качестве подформулы, 

то можно заменить 1F  на эквивалентную ей 2F . Полученная с помощью та-
кой замены новая формула G  эквивалентна исходной F . 

 
Пример 

 
Выписать все подформулы следующей формулы: 
 

( )    (   )→ → →A B A B . 

 
Решение. Нужно помнить, что сама формула также является подформу-

лой. Имеем: 
 

,A  ,B  ,B  ,→A B  (   ),→A B    (   ),→ →B A B  ( )    (   )→ → →A B A B . 

 
1.5. Полные системы логических функций 

Как уже отмечалось, с каждой формулой алгебры высказываний связана 
функция, сопоставляющая каждому фиксированному набору высказыватель-
ных переменных значение истинности  формулы ( {0,1}∈ ). В то же время су-
ществуют наборы логических функций, с помощью которых можно выразить 
любые другие логические функции. 
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Система 1 2  { , , , }kS f f f=   логических функций называется полной 
(или функционально полной), если любая логическая функция является супер-
позицией функций из этой системы. 

 

Пусть  1  {S = & , , }∨ ¬ , где &( , )  x y x= & y , ( , )  x y x y∨ = ∨  и 

¬ ( )  x = ¬ x . Это множество, состоящее из функций конъюнкции, дизъ-
юнкции и отрицания, часто называют стандартным базисом. Оно является 
полной системой логических функций, поскольку любая логическая функция 
высказываний может быть представлена некоторой формулой, использующей 
только операции конъюнкции, дизъюнкции и отрицания. Это следует, в част-
ности, из уже упоминавшихся выше законов: 

 
  A B→ ≡ ¬ A B∨ , 

 
A ~   (B A≡ & ) (B ∨ ¬ A&¬ )B , 

 
  (A B A⊕ ≡ &¬ )B ∨ (¬ A& )B . 

 
Пусть теперь  2  { , }S = ∨ ¬ . Это множество, состоящее из функций 

дизъюнкции и отрицания, также является полной системой логических функ-
ций. Для доказательства достаточно заметить, что операция конъюнкции вы-
ражается через отрицание и дизъюнкцию. В самом деле, напомним, что 

 
A&   B ≡ ¬ (¬ A∨¬ )B . 

 
Аналогично, если  3  {S = &, }¬ , то мы снова получаем полную систему, 

поскольку 
  A B∨ ≡ ¬ (¬ A&¬ )B . 

 
Таким образом, полная система функций 1S  является в некотором смыс-

ле «избыточной» — при удалении из нее функции & или ∨  полнота получен-
ных систем 2S  и 3S  сохраняется. Однако система функций 1S  позволяет ис-
пользовать для логических функций более простые формулы. В то же время 
каждая замена одной из функций  & или ∨  из системы 1S  на остальные вно-
сит в формулу много лишних отрицаний. 

Заметим, что если из системы функций 1S  удалить отрицание, то полу-

чаемая в результате «усеченная» система  4  {S = &, }∨  неполна. Дело в том, 

что каждая из функций & и ∨  сохраняет нуль. (Логическая функция 
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1( , , )nf x x  называется сохраняющей нуль, если (0, ,0) 0f = .)  А супер-
позиция логических функций, сохраняющих нуль, есть снова логическая 
функция, сохраняющая нуль. В то же время далеко не все логические функ-
ции сохраняют нуль (например, отрицание не обладает этим свойством), и 
потому далеко не все они выражаются через & и ∨ . 

Положим теперь  5  { , }S = → ¬ . Для доказательства полноты этой систе-
мы логических функций достаточно заметить, что функция ∨  из полной сис-
темы  2  { , }S = ∨ ¬  представима через отрицание и импликацию: 

 
  A B∨ ≡ ¬ A B→ . 

 
Рассмотрим теперь множество логических функций  6  { ,S = ⊕ & ,1}, ко-

торое называют базисом Жегалкина. Будем вместо & писать знак умножения. 
Полнота системы 6S  следует из следующих тождеств 

 
¬   1A A≡ ⊕ , 

 
  A B A B A B∨ ≡ ⋅ ⊕ ⊕ . 

 
Здесь, как обычно, приоритет операции конъюнкции считается выше приори-
тета операции неравнозначности.  

Поскольку операция неравнозначности ассоциативна, то при записи 
формул с этой операцией опускают скобки, определяющие порядок действий. 
Так, формулами над базисом Жегалкина будут: 
 

1X ⊕ , 
 

X Y X Y⋅ ⊕ ⊕ , 
 

1X Y Z X Y X Z Y Z X Y Z⋅ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ . 
 

1.6. Тавтологии. Выполнимые формулы 

Формулу, значения которой для любого набора переменных есть 1, бу-
дем называть тождественно истинной формулой (или тавтологией). Фор-
мулу, значения которой для любого набора переменных есть 0 , будем назы-
вать тождественно ложной формулой (или противоречием).  

Тавтологии играют в логике особо важную роль как формулы, отражаю-
щие логическую структуру предложений, истинных в силу одной только этой 
структуры. Для доказательства того, что формула является тавтологией доста-
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точно построить таблицу истинности для нее. В этой таблице столбец под са-
мой формулой должен состоять только из единиц. 

Формула называется выполнимой, если существует такой набор значений 
переменных, при котором эта формула принимает значение 1. Формула на-
зывается опровержимой, если существует такой набор значений переменных, 
при котором эта формула принимает значение 0 . 

Перечислим важные тавтологии ( ,A  ,B  C  — произвольные формулы): 
 
1. A∨ (¬ )A  (закон исключенного третьего); 
 
2. ¬ (A&¬ )A  (закон отрицания противоречия); 
 
3. ¬¬ A ~ A  (закон двойного отрицания); 
 
4. A A→  (закон тождества); 
 
5. ( )→A B ~ (¬ B →¬ )A  (закон контрапозиции); 
 

6. ( )( →A B &( ) ( ))→ → →B C A C  (закон транзитивности имплика-
ции); 

 
7. (A ~ )B ~ (¬ A ~ ¬ )B  (закон противоположности); 
 

8. (( A ~ )B &(B ~ ) ()→C A ~ )C  (закон транзитивности эквива-
лентности); 

 
9. ( )→A B ~ (¬ )A B∨ ; 
 

10. (A ~ )B ~ ( )( →A B &( ))→B A ; 
 

11. ( )⊕A B ~ (( A&¬ )B ∨ (¬ A& ))B ; 
 
12. ( )∨A B ~ (¬ )A B→ ; 
 
13. ( ) ( )A B B A→ ∨ → ; 
 

14. (A&( ))∨A B ~ A  (первый закон поглощения); 
 

15. (( ∨A A& ))B ~ A  (второй закон поглощения); 
 
16. ¬ (A& )B ~ (¬ A ∨ ¬ )B  (первый закон де Моргана); 
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17. ¬ ( )∨A B ~ (¬ A&¬ )B  (второй закон де Моргана); 
 
18. (¬ )A A A→ → ; 
 
19. (A& )B A→ ;  (A& )B B→ ; 
 

20. ((→ →A B A& ))B ; 
 
21. ( )A B A→ → ; 
 
22. ( )A A B→ ∨ ; ( )B A B→ ∨ ; 
 

23. ( )( )→ → →A B A A  (закон Пирса); 
 

24. ( ) ( ) ( )( ) ( )→ → → → → →A B C A B A C . 
 

Примеры 
 

1. Выяснить, является ли следующая формула тождественно истинной: 
 

( )  (   )   )   = → ∧ ¬ → ¬F A B B A . 

 
Решение. Построим таблицу истинности заданной формулы, используя 

определения логических операций. 
 

A  B  A B→  ¬ A  ¬B  ( ) → ∧A B ¬B  F  

0  0  1 1 1 1 1 
0  1 1 1 0  0  1 
1 0  0  0  1 0  1 
1 1 1 0  0  0  1 

 
Так как последний столбец состоит только из 1, то формула тождествен-

но истинна. 
 
2. Выяснить, является ли следующая формула выполнимой: 
 

  (    )  (   )F A B A C= ¬ ∨ → ∧ . 
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Решение. Построим таблицу истинности заданной формулы, используя 
определения логических операций. Имеем: 

 
A  B  C   A¬     A B¬ ∨    ∧A C  F  
0  0  0  1 1 0  0  
0  0  1 1 1 0  0  
0  1 0  1 1 0  0  
0  1 1 1 1 0  0  
1 0  0  0  0  0  1 
1 0  1 0  0  1 1 
1 1 0  0  1 0  0  
1 1 1 0  1 1 1 

 
Поскольку на трех наборах (достаточно хотя бы на одном) функция при-

нимает значение 1, то формула выполнима.  
 
3. Выяснить, выполнима ли следующая формула: 
 

( )( ) ( )( )( ) =            F B A B A C B→ ∧ ∧ ¬ ∧ → . 

 
Решение. Определим порядок действий и заполним последовательно 

таблицу истинности заданной формулы. Имеем: 
 

( ) ( )  =      .F B A B A C B

 
 
 
    
    
    
    
    
    
        
 
 
 

→ ∧ ∧ ¬ ∧ →
1 3

2 4
5

6

 

 





 

 
Таблица истинности принимает вид: 
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A  B  C  1 2  3 4  5 6 F=  
0  0  0  0  1 0  1 0  0  
0  0  1 0  1 0  1 0  0  
0  1 0  0  0  0  1 0  0  
0  1 1 0  0  0  1 0  0  
1 0  0  0  1 0  1 0  0  
1 0  1 0  1 1 0  1 1 
1 1 0  1 1 0  1 0  0  
1 1 1 1 1 1 1 0  0  

 
Так как справедливо равенство (1; 0; 1)  1F ≡ , то формула выполнима. 
 

1.7. Нормальные формы для формул 

Пусть 1, ,A  nA  — формулы. Тогда, в силу ассоциативности операций 

& и ∨ , как бы мы не расставляли скобки в выражениях 1A & 2A && nA  и 

1 2 nA A A∨ ∨ ∨ , всегда будем приходить к равносильным формулам. По-
этому каждое из этих выражений будем считать формулами (опуская скобки, 
определяющие порядок действий). 

Формулу 1A & 2A && nA  мы будем называть конъюнкцией формул 

1, ,A  nA , а формулу 1 2 nA A A∨ ∨ ∨  — дизъюнкцией формул 1, ,A  nA . 
Отметим, что имеют место обобщенные законы де Моргана: 

 
¬ 1(A & 2A && )  nA ≡ ¬ 1A ∨¬ 2A ∨ ∨¬ nA , 

 
¬ 1 2( )  nA A A∨ ∨ ∨ ≡ ¬ 1A &¬ 2A &&¬ nA . 

 
Определим теперь некоторые канонические виды формул. Формула, ко-

торая есть пропозициональная переменная или отрицание переменной, назы-
вается литералом. Некоторая формула называется элементарной конъюнкци-
ей (или конъюнктом), если она является конъюнкцией литералов, т.е. конъ-
юнкцией переменных и отрицаний переменных. Например, формулы 

 
 ¬ 1X ,   2X ,   1X &¬ 2X ,   ¬ 1X & 2X & 1X & 3X    и   ¬ 4X &¬ 2X   
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являются элементарными конъюнкциями. Элементарная конъюнкция называ-
ется совершенной, если каждая из пропозициональных переменных входит в 
нее ровно один раз, со знаком отрицания или без него. 

Дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) называется произвольная 
дизъюнкция элементарных конъюнкций. (Говорят, что формула находится в 
дизъюнктивной нормальной форме.) Например, формулы  

 

¬ 1X ,   2X ,   1X &¬ 2X ,   ¬ 1 2X X∨ ,   (¬ 1X & 2)X ∨ 1(X &¬ 2)X , 
 

(¬ 1X & 2X & 1X & 3 1)X X∨ ∨ (¬ 4X &¬ 2)X  
 

находятся в ДНФ. 
Каждую логическую формулу можно привести эквивалентными преобра-

зованиями к ДНФ (т.е. для любой формулы A можно найти такую формулу 
B , находящуюся в ДНФ, что   A B≡ ). Для этого: 

 
1) Сначала избавляются от операций импликации, эквивалентности и не-

равнозначности, выразив их через логические связки ¬ , & и ∨  по законам: 
 

  A B→ ≡ ¬ ,A B∨  
 

A ~   (≡B A& ) (B ∨ ¬ A&¬ )B , 
 

  (A B A⊕ ≡ &¬ )B ∨ (¬ A& )B . 
 

2) Доводят знаки отрицания до независимых переменных, используя за-
коны де Моргана: 

 
¬ (A& )  B ≡ ¬ A ∨ ¬ ,B   

 
¬ ( )  A B∨ ≡ ¬ A&¬ .B  

 
3) Применяя закон дистрибутивности  
 

( )A B∨ &   (C A≡ & ) (C B∨ & )C , 
 

преобразуют формулу к дизъюнкции элементарных конъюнкций. 
 

4) Постоянно избавляются от двойных отрицаний: 
 

¬¬   A A≡ . 
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ДНФ A называется совершенной и обозначается СДНФ, если каждая пе-
ременная формулы A входит с отрицанием или без отрицания в каждый 
конъюнкт точно один раз. Например,  

 
¬ 1 2(X X∨ & 3) (X ∨ ¬ 1X & 2X & 3)X  

 
— дизъюнктивная (но не совершенная) нормальная форма от трех перемен-
ных 1X , 2X , 3X , а 

(¬ 1X & 2)X ∨ 1(X &¬ 2)X  
 

— СДНФ от двух переменных 1X  и 2X .  
Каждую выполнимую логическую формулу можно привести эквивалент-

ными преобразованиями к СДНФ. Для этого формулу сначала приводят к ка-
кой-нибудь ДНФ, а затем: 

 
1) Удаляют повторения переменных в конъюнкциях, используя закон 

идемпотентности: 
 

A& A&&   A A≡ . 
 

2) Убирают члены дизъюнкции, содержащие переменную вместе с ее от-
рицанием, а из одинаковых  членов дизъюнкции удаляют все, кроме одного. 

3) Если какая-либо элементарная конъюнкция в ДНФ содержит не все 
переменные из числа входящих в исходную формулу, то ее умножают на 
единицы, представляемые в виде дизъюнкций  iX ∨ ¬ iX  каждой недостаю-

щей переменной iX  с ее отрицанием ¬ iX  (закон исключенного третьего). 
После этого раскрывают скобки внутри каждой такой элементарной конъ-
юнкции, применяя закон дистрибутивности. 

4) Если среди членов полученной  дизъюнкции окажутся одинаковые 
элементарные конъюнкции, то из каждой серии таковых оставляют по одной. 

 
Например, ясно, что тождество  
 

1 2   X X→ ≡ ¬ 1 2X X∨  
 

служит представлением логической операции импликации в виде ДНФ. Од-
нако СДНФ для этой операции имеет вид: 

 

1 2   (X X→ ≡ ¬ 1X &¬ 2) (X ∨ ¬ 1X & 2)X ∨ 1(X & 2)X . 
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В то же время СДНФ операций эквивалентности и неравнозначности 
совпадают с формулами: 

 

1X ~  2 1 (≡X X & 2) (X ∨ ¬ 1X &¬ 2)X , 
 

 1 2 1 (X X X⊕ ≡ &¬ 2)X ∨ (¬ 1X & 2)X . 
 
Возможность приведения выполнимой логической формулы к СДНФ ле-

жит в основе алгоритма, устанавливающего равносильность или неравно-
сильность двух заданных формул. Этот алгоритм состоит в следующем: ис-
следуемые формулы приводят к совершенным ДНФ, содержащим все пере-
менные, которые есть в обеих формулах, и смотрят, совпадают полученные 
выражения или нет; если совпадают, то формулы равносильны, если нет — 
они неравносильны. 

 
Кроме ДНФ, употребляются также конъюнктивные нормальные формы. 

Произвольная дизъюнкция литералов называется элементарной дизъюнкцией 
(или дизъюнктом).  Конъюнктивной нормальной формой (КНФ) называется 
произвольная конъюнкция дизъюнктов.  

Конъюнктивные нормальные формы можно получить из ДНФ путем за-
мены в них знаков ∨  на &, а & на ∨ . Символы & и ∨  называются двойст-
венными друг другу. 

Известно, что каждую логическую формулу можно привести эквивалент-
ными преобразованиями к КНФ.  

КНФ A называется совершенной и обозначается СКНФ, если каждая пе-
ременная формулы A входит с отрицанием или без отрицания в каждый 
дизъюнкт точно один раз. Например,   

 
(¬ 1 2)X X∨ & 1(X ∨ ¬ 2)X &(¬ 1X ∨ ¬ 2)X  

 
— совершенная конъюнктивная нормальная форма от двух переменных 1X  и 

2X .  
Известно, что каждую опровержимую логическую формулу можно при-

вести эквивалентными преобразованиями к СКНФ. 
 

Примеры 
 

1. Привести к ДНФ формулу  ¬ 1 3( )X X∨ & 1 2( )X X→ . 

 
Решение. Имеем 
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        ¬ 1 3( )X X∨ & 1 2( )  (X X→ ≡ ¬ 1X &¬ 3)X &(¬ 1 2) X X∨ ≡  
 

 ≡ ¬ 1X &(¬ 3X &(¬ 1 2)) X X∨ ≡  
 

 ≡ ¬ 1X & (( ¬ 3X &¬ 1) (X ∨ ¬ 3X & 2)) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1X &¬ 3X &¬ 1) (X ∨ ¬ 1X & 2X &¬ 3) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1X &¬ 3) (X ∨ ¬ 1X & 2X &¬ 3)  ( X ≡ ¬ 1X &¬ 3)X . 
 

2. Привести ту же формулу к СДНФ. 
 

Решение. Начав преобразования с ДНФ, получаем 
 

¬ 1 3( )X X∨ & 1 2( )  (X X→ ≡ ¬ 1X &¬ 3) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1X &¬ 3)X & 2(X ∨ ¬ 2) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1X &¬ 3X & 2) (X ∨ ¬ 1X &¬ 3X &¬ 2) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1X & 2X &¬ 3) (X ∨ ¬ 1X &¬ 2X &¬ 3)X . 

 
1.8. Проблема разрешения и методы ее решения 

Проблемой разрешения для алгебры высказываний называют следующую 
проблему: существует ли алгоритм, позволяющий для произвольной логиче-
ской формулы в конечное число шагов выяснить, является ли она тождест-
венно истинной  (или тождественно ложной)? 

Ясно, что эта проблема имеет положительное решение, поскольку всегда 
можно перебрать все возможные наборы значений аргументов и вычислить на 
них значения заданной формулы (т.е. составить таблицу истинности). Но для 
больших формул эти таблицы громоздки и их использование затруднительно. 

Поэтому для установления тождественной истинности или ложности 
формул часто используют другую процедуру распознавания, связанную с 
приведением формулы к КНФ или ДНФ. Сформулируем соответствующие 
теоремы: 

 
1. Критерий тождественной истинности формулы. Для того чтобы 

формула алгебры высказываний была тождественно истинной, необходимо 
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и достаточно, чтобы в равносильной ей КНФ были тождественно истинны 
все элементарные дизъюнкции. 

 
2. Критерий тождественной истинности элементарной дизъюнкции. 

Для того чтобы элементарная дизъюнкция была тождественно истинной, 
необходимо и достаточно, чтобы в ней существовала хотя бы для одной пе-
ременной пара — переменная и ее отрицание. 

 
3. Критерий тождественной ложности формулы. Для того чтобы 

формула алгебры высказываний была тождественно ложной, необходимо и 
достаточно, чтобы в равносильной ей ДНФ все элементарные конъюнкции 
были тождественно ложны. 

 
4. Критерий тождественной ложности элементарной конъюнкции. 

Для того чтобы элементарная конъюнкция была тождественно ложной, не-
обходимо и достаточно, чтобы в ней существовала хотя бы для одной пере-
менной пара — переменная и ее отрицание. 

 
Примеры 

 
1. Дана формула 1 3( )( ∨ ∨¬X X 3) (→ ¬X 1 3( )X X∨ & 1X & 2)X . 

Проверить, является ли эта формула тождественно ложной. 
 
Решение. Приведем данную формулу  эквивалентными преобразования-

ми к ДНФ: 
 

1 3( )( ∨ ∨¬X X 3) (→ ¬X 1 3( )X X∨ & 1X & 2) X ≡  
 

 ≡ ¬ 1 3( )( ∨ ∨¬X X 3) (∨ ¬X 1 3( )X X∨ & 1X & 2) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1 3( )X X∨ & 3) (∨ ¬X 1X &¬ 3X & 1X & 2) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1X &¬ 3X & 3) (X ∨ ¬ 1X &¬ 3X & 1X & 2)X . 
 
Каждая элементарная конъюнкция полученной ДНФ содержит хотя бы одну 
переменную вместе с ее отрицанием (первая содержит 3X , вторая — 1X ), а 
потому является тождественно ложной. Следовательно, заданная формула 
тождественно ложна. 
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2. Дана формула 1X &¬ 2X & 1 3( )→X X ~ ¬ 3X . Проверить, является 
ли эта формула тождественно истинной. 

 
Решение. Приведем данную формулу  эквивалентными преобразования-

ми к КНФ: 
 

1X &¬ 2X & 1 3( )→X X ~ ¬  3X ≡  
 

1 X≡ &¬ 2X & 1 3( )X X→ &¬ 3X ∨¬ 1(X &¬ 2X & 1 3( ))→X X &  3X ≡  
 

1X≡ &¬ 2X &(¬ 1 3)X X∨ &¬ 3 (∨ ¬X 1 2X X∨ ∨¬ (¬ 1 3))∨X X & 3X ≡  
 

1 (X≡ &¬ 2X &¬ 1X &¬ 3 1) (X X∨ &¬ 2X & 3X &¬ 3)X ∨  
 

(∨ ¬ 1X & 3 2) (X X∨ & 3 1) (X X∨ &¬ 3X & 3) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1X & 3 2) (X X∨ & 3) X ≡  
 

 (≡ ¬ 1 2)X X∨ & 3X . 
 
Используя сформулированные выше критерии тождественной истинности, 
получаем, что заданная формула не является тождественно истинной. 
 

1.9. Гипотезы и следствия в алгебре высказываний 

Под гипотезой формулы A  понимается такая формула B , что 
 

( )  1→ ≡B A , 
 

Гипотеза формулы A  называется простой, если  она есть конъюнкция пере-
менных или их отрицаний и после отбрасывания любого из ее сомножителей 
перестает быть гипотезой формулы A .  

Под следствием формулы A  понимается такая формула B , что 
 

( )  1→ ≡A B . 
 

Следствие формулы A  называется простым, если  оно есть дизъюнкция пе-
ременных или их отрицаний и после отбрасывания любого из ее слагаемых 
перестает быть следствием формулы A .  

Всякое слагаемое ДНФ является гипотезой этой ДНФ, а сомножитель 
КНФ — следствием этой КНФ. 
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Важно отметить, что: 
 
1) Если A  — гипотеза формулы ,B  то A&C  есть тоже гипотеза форму-

лы .B  
2) Если A  — следствие формулы ,B  то A C∨  есть тоже следствие 

из .B   
3) Если A  и B  — гипотезы формулы ,C  то A B∨  — тоже гипотеза 

для .C   
4) Если A  и B  — следствия из ,C  то A&B  — тоже следствие из .C  
 
Совершенные ДНФ и КНФ часто используются для решения задачи об-

зора всех гипотез и всех следствий заданной формулы. Ведь если   A B≡ , то 
A  имеет точно те же гипотезы и следствия, что и .B  У совершенной ДНФ 
нет других гипотез (не содержащих букв, не входящих в эту ДНФ), кроме 
дизъюнкций некоторых ее слагаемых или равносильных им выражений. В то 
же время у совершенной КНФ нет других следствий (не содержащих букв, не 
входящих в эту ДНФ), кроме конъюнкций некоторых ее сомножителей или 
равносильных им выражений. 

 
Примеры 

 
1. На вопрос, кто из трех студентов изучал логику, был получен ответ: 

если изучал первый, то изучал и третий, но неверно, что если изучал второй, 
то изучал и третий. Кто изучал логику? 

 
Решение. Пусть: A  — «логику изучал первый», B  — «логику изучал 

второй», C  — «логику изучал третий». 
Тогда условия задачи дают: 
 
                                1)    1→ ≡A C ; 

 
                                2)  ¬ ( )  1→ ≡B C . 
 
Составим конъюнкцию этих высказываний и упростим ее. 
 

1  ( )≡ →A C &¬ ( )  (→ ≡ ¬B C )A C∨ &¬ ( ) → ≡B C  
 

 (≡ ¬ )A C∨ &¬ (¬ )  (∨ ≡ ¬B C )A C∨ &(¬¬ B&¬ ) ≡C  
 

 (≡ ¬ )A C∨ &(B&¬ )  (≡ ¬C A&B&¬ ) (C C∨ &B&¬ ) ≡C  
 

 (≡ ¬ A&B&¬ ) 0  ∨ ≡ ¬C A&B&¬ .C  
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Таким образом,  
 

¬ A&B&¬   1.≡C  
 

Так как здесь отрицания нет только над ,B  то логику изучал второй студент. 
 

2. Определить, кто из четырех студентов сдал экзамен, если известно, 
что: 

1) если первый сдал, то и второй сдал; 
2) если второй сдал, то третий сдал или первый не сдал;  
3) если четвертый не сдал, то первый сдал, а третий не сдал; 
4) если четвертый сдал, то и первый сдал. 
 
Решение. Пусть ,A  ,B  ,C  E — следующие высказывания: 
A  — «первый студент сдал экзамен»; 
B  — «второй студент сдал экзамен»; 
C  — «третий студент сдал экзамен»; 
E  — «четвертый студент сдал экзамен». 

Тогда: 
                                 1)    1A B→ ≡ ; 
 

                                 2)  ( )   1B C A→ ∨ ≡ ; 

 

                                 3)  ( )  1 E A C→ ∧ ≡ ; 

 
                                 4)    1E A→ ≡ . 
 

Конъюнкция этих высказываний: 
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )            1A B B C A E A C E A→ ∧ → ∨ ∧ → ∧ ∧ → ≡ . 

 
Упростим эту формулу, используя свойства логических операций: 
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )   A B B C A E A C E A∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∧ ∧ ∨ ≡  

 
 [≡ раскроем скобки, опуская знак  ∧ ] ≡  

 

( ) ( )  EE AC E EA ACAA B BB AC BC A A BA≡ ∧ ∨ ⋅ ∨ ∨ ≡⋅ ∨ ∨ ∨ ∨ ⋅ ∨  
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( ) ( ) ( ) ( )    AC BC A AC E EA AC BC A EA AC≡ ∨ ∨ ∧ ⋅ ∨ ∨ ≡ ∨ ∧ ∨ ≡  

 

     1≡ ∨ ∨ ∨ ≡ ≡BCEA AEA BCAC AAC BCEA . 
 

Так как конъюнкция ,A  ,B  C  и E  равна единице, то экзамен сдали все 
четыре студента. 

 
1.10. Основные схемы логически правильных умозаключений 

Процесс получения новых знаний, выраженных высказываниями, из дру-
гих знаний, также выраженных высказываниями, называется рассуждением 
(или умозаключением). Исходные высказывания называются посылками (ги-
потезами, условиями) умозаключения, а получаемые высказывания — заклю-
чением (следствием). 

В логике умозаключения делятся на дедуктивные и индуктивные. В де-
дуктивных умозаключениях связи между посылками и заключением пред-
ставляют собой формально-логические законы, в силу чего при истинных по-
сылках заключение всегда оказывается истинным. В индуктивных умозаклю-
чениях между посылками и заключением имеют место такие связи, которые 
обеспечивают получение только правдоподобного заключения при истинных 
посылках. В этих рассуждениях посылки лишь подтверждают заключение. 

В процессе рассуждения иногда за дедуктивные принимают умозаключе-
ния, которые таковыми не являются. Последние называют неправильными, а 
(собственно) дедуктивные — правильными. 

Приведем примеры наиболее употребимых схем логически правильных 
умозаключений: 

 
1. Утверждающий модус (modus ponens): 
 «Если из высказывания A следует высказывание B  и справедливо (ис-
тинно) высказывание ,A  то справедливо B ». 
 
Логическая форма этого умозаключения такова: 
 

  , A B A
B

→ . 

 
2. Отрицающий модус (modus tollens): 
 «Если из A следует ,B  но высказывание B  неверно, то неверно A». 
 
Обозначается: 



 31 

  ,  
 

A B B
A

→ ¬
¬

. 

 
 3. Утверждающе-отрицающий модус (modus ponendo-tollens): 
 «Если справедливо либо высказывание A , либо высказывание B  (в раз-
делительном смысле) и истинно одно из них, то другое ложно»: 
 

  , 
 

A B A
B

⊕
¬

;             , 
 

A B B
A

⊕
¬

. 

 
  
4. Отрицающе-утверждающий модус (modus tollendo-ponens): 
 а) «Если истинно либо ,A  либо B  (в разделительном смысле) и неверно 
одно из них, то истинно другое»: 
 

  ,  A B A
B

⊕ ¬ ;             ,  A B B
A

⊕ ¬ . 

 
б) «Если истинно A или B  (в неразделительном смысле) и неверно одно 
из них, то истинно другое»: 
 

  ,  A B A
B

∨ ¬ ;             ,  A B B
A

∨ ¬ . 

  
5. Правило транзитивности: 
 «Если из A следует ,B  а из B  следует ,C  то из A  следует C »: 
 

  ,   
  

A B B C
A C

→ →
→

. 

 
6. Закон противоречия: 
 «Если из A следует ,B  а также из A следует ¬ ,B   то неверно A»: 
 

  ,    
 

A B A B
A

→ → ¬
¬

. 

 
 
7. Правило контрапозиции: 
 «Если из A следует ,B  то из того, что неверно ,B  следует, что невер-
но A»: 
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A B
B A
→

¬ → ¬
. 

 
8. Сложная контрапозиция: 
 «Если из A и B  следует ,C  то из A и ¬C  следует ¬ B »: 
 

(   )  
(   )   

A B C
A C B

∧ →
∧¬ → ¬

. 

 
9. Правило сечения: 
«Если из A следует ,B  а из B  и C  следует ,D  то из A и C  следует 
D »: 
 

  , (   )  
(   )  

A B B C D
A C D

→ ∧ →
∧ →

. 

 
10. Правило импортации (объединения посылок): 
 

  (   )
(   )  
A B C
A B C
→ →
∧ →

. 

 
11. Правило экспортации (разъединения посылок): 
 

(   )  
  (   )
A B C

A B C
∧ →
→ →

. 

 
12. Простые дилеммы: 
 

а)    ,   ,   A C B C A B
C

→ → ∨ ;       б)    ,   ,     
 

A B A C B C
A

→ → ¬ ∨ ¬
¬

. 

 
13. Сложные дилеммы: 
 

а)    ,   ,   
  

A B C D A C
B D

→ → ∨
∨

;       б)    ,   ,     
    

A B C D B D
A C

→ → ¬ ∨ ¬
¬ ∨ ¬

. 

 
Примерами неправильных умозаключений могут служить: 
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а)    , A B B
A

→ ;       б)    ,  
 

A B A
B

→ ¬
¬

;       в)    , 
 

A B B
A

∨
¬

  и др. 

 
Алгебра высказываний дает эффективный метод проверки правильности 

рассуждений. Рассуждение считается правильным, если между его посылками 
и заключением имеет место отношение логического следования. Определяем 
последнее: из посылок 1, , nA A  следует заключение ,B  если импликация 

 

1A && nA B→  
 

является тождественно истинной. 
Если формула, являющаяся переводом рассуждения на язык символов, оказы-
вается тождественно истинной, то можно сделать вывод о том, что рассужде-
ние правильное. Если эта формула является тождественно ложной, то рассу-
ждение неправильное. Может оказаться, что формула является выполнимой, 
но не тождественно истинной. В этом случае нет оснований считать рассуж-
дение правильным. Необходимо продолжить анализ рассуждения, но уже 
средствами более богатого раздела логики — средствами логики предикатов. 
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2. Логика предикатов 
Напомним, что математическая логика — это логика, развиваемая с по-

мощью математических методов. В то же время этот термин имеет и другой 
смысл: математическая логика — это логика, используемая в математике. 
Центральная идея математической логики состоит в том, чтобы записывать 
математические утверждения в виде последовательностей символов и опери-
ровать с ними по формальным правилам. При этом правильность рассужде-
ний можно проверять механически, не вникая в их смысл.  

Не всякие высказывания и не любые логические рассуждения могут быть 
описаны на языке логики высказываний. Иногда высказывания касаются 
свойств объектов или отношений между объектами. Кроме того, необходимо 
иметь возможность утверждать, что любые или какие-то объекты обладают 
определенными свойствами или находятся в некоторых отношениях.  

Поэтому следует расширить логику высказываний и построить такую ло-
гическую систему, в рамках которой можно было бы исследовать структуру и 
содержание тех высказываний, которые в рамках алгебры высказываний счи-
тались бы элементарными. 

Такой логической системой является логика предикатов, а алгебра выска-
зываний — ее составной частью.  
 

2.1. Предикаты 
Понятие предиката восходит к Аристотелю. Предикат — это как бы вы-

сказывание, содержащее неизвестную (или несколько неизвестных). Сам 
Аристотель ограничился в своей логике рассмотрением предикатов только от 
одной переменной (одноместных предикатов). Но позднее (после работ 
Дж. Буля) в рассмотрение вошли и предикаты от нескольких переменных.     

Одноместным предикатом называется функция одной переменной, зна-
чениями которой являются высказывания об объектах, представляющих зна-
чения аргумента. Следовательно, одноместный предикат ( )P x  — это произ-
вольная функция переменной x , определенная на некотором множестве M  и 
принимающая (логические) значения из множества {0,1}. Множество ,M  на 
котором определен предикат ( )P x , называется предметной областью или 
областью определения предиката, а сама переменная x  — предметной пе-
ременной. 

Таким образом, одноместный предикат ( )P x  — это утверждение об объ-
екте x , где x  рассматривается как переменная. При фиксации значения пе-
ременной x  об утверждении ( )P x  можно сказать, истинно оно или ложно. 
То есть если в ( )P x  вместо x  подставить конкретный изучаемый объект a , 
то получаем высказывание, принадлежащее алгебре высказываний. 
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Областью истинности предиката ( )P x , заданного на множестве ,M  
называется совокупность всех x  из ,M  при которых данный предикат обра-
щается в истинное высказывание: 

  
 {  |  ( )  1}.= ∈ ≡PI x M P x  

 
Иными словами, область истинности предиката есть подмножество его пред-
метной области, на котором данный предикат принимает значение 1.  

Предикат ( )P x , определенный на ,M  называется тождественно ис-
тинным, если ,PI M=   и тождественно ложным, если PI =∅ . 

Чтобы задать предикат от n  аргументов (n -местный предикат), прежде 
всего следует указать множества 1,M , nM  — области изменения пред-
метных переменных 1,x , nx . При этом n-местным предикатом называет-

ся произвольная функция n  переменных 1( , , )nP x x , определенная на мно-

жестве 1 nM M M= × ×  и принимающая (логические) значения из множе-

ства {0,1}.  
Например, ( , )  [≡P x y y  делится на x  без остатка] — предикат от двух 

переменных, где x  и y  могут принимать значения или из множества нату-
ральных чисел, или  из множества целых чисел, или возможно из множества 
многочленов. При этом, вообще говоря, получаются различные предикаты. 

Таким образом, n -местный предикат 1( , , )nP x x  — это утверждение об 

объектах 1,x , nx , где 1,x , nx  рассматриваются как переменные. Важно 
отметить, что при замене переменных некоторыми значениями из области 
определения предикат превращается в высказывание, являющееся истинным 
или ложным. Значение истинности этого высказывания называется значением 
предиката от данных переменных.  

Например, при подстановке в предикат 1( , , )nP x x  значений перемен-

ных 1 1,x a=  ,  n nx a=  мы получим высказывание 1( , , )nP a a . 

Предикаты P  и Q , определенные на множестве 1 nM M M= × × , на-

зываются равносильными (пишут   ≡P Q ), если 
 

1 1( , , )  ( , , )≡ n nP x x Q x x  
 

для любого набора 1,x , nx  предметных переменных из .M  

Любое высказывание можно рассматривать как 0 -местный предикат. 
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Расширение логики высказываний до логики предикатов получается за 
счет включения в формулы утверждений, являющихся предикатами. Так как 
предикаты — это отображения со значениями во множестве высказываний,  
где введены логические операции (конъюнкция, дизъюнкция, отрицание, им-
пликация и др.), то эти операции (логические связки) естественно определя-
ются и для предикатов. При этом значения истинности сложных предикатов 
находятся в зависимости от значений связываемых предикатов по тем же пра-
вилам, что и для высказываний. Например, конъюнкцией n -местных предика-
тов P  и Q , определенных на множестве 1 nM M M= × × , называют новый 
n -местный предикат, определенный на этом же множестве, обозначаемый 
P Q∧  (или P&Q ), который обращается в истинное высказывание на тех и 
только тех значениях переменных из множеств ,1M , nM , на которых в ис-
тинное высказывание обращаются оба данных предиката. Таким образом, 

 

1 1 1( )( , , )  ( , , )  ( , , )n n nP Q x x P x x Q x x∧ ≡ ∧   . 
 

Аналогично определяются P Q∨ ,  ¬ P ,  P Q→ ,  P ~ Q ,  P Q⊕   и др. 
 

Примеры 
 

1. 2 2 0x x− − =  — предикат. Здесь ∈x R , { 1,2}PI = − . 
 
2. Пусть {3,4,5,6,7,8}M = . Предикаты ( ) P x ≡  « x  — простое число» 

и ( ) Q x ≡  « x  — четное число» заданы на множестве M . Требуется найти 
области истинности этих предикатов. 

 
Решение. Очевидно, мы имеем   {3,5,7}PI =   и   {4,6,8}QI = . 

 
3. Найти область истинности предиката ( , ) P x y ≡  « 2   0y x− ≥ »  и изо-

бразить его на координатной плоскости. 
 
Решение. Область истинности данного предиката — часть плоскости 

XOY , заключенная между ветвями параболы 2  y x= . 
 
4. Найти область истинности предиката ( , ) B x y ≡  « 2 2   5x y+ < », за-

данного на множестве  + +×Z Z  ( +Z  — множество неотрицательных целых 
чисел). 
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Ответ: {(0; 0),  (0; 1),  (0; 2),  (1; 0),  (1; 1), (2; 0)}. 
 

2.2. Кванторы 
Функциональная природа предиката влечет за собой введение еще одно-

го понятия — квантора. Квантор — это общее название для логических опе-
раций, ограничивающих область истинности какого-либо предиката. В мате-
матической логике наиболее употребительны квантор всеобщности ∀  и 
квантор существования ∃ .  

Пусть ( )P x  — одноместный предикат, определенный на множестве .M  
Под выражением x∀ ( )P x  понимают высказывание, истинное, если ( )P x  
истинно для каждого элемента   ,∈x M  и ложное в противном случае. Ины-
ми словами, истинность высказывания x∀ ( )P x  означает, что область истин-
ности предиката ( )P x  совпадает с областью изменения переменной x . Чита-
ется это высказывание: «для всякого  ( )x P x  истинно». 

Под выражением ∃ x ( )P x  понимают высказывание, истинное, если су-
ществует   ,x M∈  для которого ( )P x  истинно, и ложное в противном слу-
чае. Иными словами, истинность высказывания ∃ x ( )P x  означает, что об-
ласть истинности предиката ( )P x  непуста. Читается это высказывание: «су-
ществует ,x  при котором ( )P x  истинно». 

Заметим, что оба квантора (всеобщности и существования) можно рас-
сматривать как отображения множества одноместных предикатов во множе-
ство высказываний (0 -местных предикатов), то есть отображения, умень-
шающие число аргументов на  1. 

О высказывании x∀ ( )P x  (соответственно, ∃ x ( )P x ) говорят, что оно 
получено из предиката P  навешиванием квантора всеобщности (соответст-
венно, квантора существования) по переменной x . Переменная, на которую 
навешен квантор, называется связанной переменной. 

Полезно отметить, что если некоторый предикат ( )P x  определен на ко-
нечном множестве 1{ , , }kM a a=  , то справедливы следующие тождества: 
 

x∀ 1( )  ( ) ( )≡ ∧ ∧ kP x P a P a ;           ∃ x 1( )  ( ) ( )≡ ∨ ∨ kP x P a P a . 
Таким образом, кванторы можно рассматривать как обобщения логических 
связок. В случае предикатов, определенных на бесконечных множествах, 
квантор всеобщности обобщает конъюнкцию, а квантор существования — 
дизъюнкцию. 

Навешивать кванторы можно и на многоместные предикаты и вообще на 
любые логические выражения. Выражение, на которое навешивается квантор 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%B8%D0%BA%D0%B0%D1%82�
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x∀  или ∃ x , называется областью действия квантора; все вхождения пере-
менной x  в это выражение являются связанными. Не связанные кванторами 
переменные называются свободными переменными. 

Например, к предикату от двух переменных ( , )P x y  кванторные опера-
ции можно применить к одной переменной или к двум переменным. Получа-
ем следующие высказывания:  

 
x∀ ( , )P x y ; y∀ ( , )P x y ; ∃ x ( , )P x y ; ∃ y ( , )P x y ; 

 
x∀ ∃ y ( , )P x y ; x∀ y∀ ( , )P x y ; ∃ x y∀ ( , )P x y ; ∃ x ∃ y ( , )P x y ; 

 
y∀ x∀ ( , )P x y ; y∀ ∃ x ( , )P x y ; ∃ y x∀ ( , )P x y ; ∃ y ∃ x ( , )P x y . 

 
В общем случае изменение порядка следования кванторов изменяет 

смысл высказывания и его логическое значение. 
 

Примеры 
 

1. Пусть ( , )P x y  = « x  является  матерью y ». Тогда  
 

y∀ ∃ x ( , ) P x y ≡  «у каждого человека есть мать», 
 

∃ x y∀ ( , ) P x y ≡  «существует мать всех людей». 
 

Таким образом, перестановка кванторов изменяет смысл высказывания и 
его логическое значение (первое высказывание истинно, второе — ложно). 

 
2. Установить истинность или ложность высказывания: 

 

( )( )2    {2,5}    6   8  0x x x x∃ ∈ → − + = . 

 

Решение. Уравнение 2   6   8  0x x− + =  имеет корни  1  2x = ;  2  4x = . 

Используя тождество      A B→ ≡ ¬ (   A ∧ ¬ )B ,  исходное высказывание 
преобразуем к виду: 
 

( )( )2    {2,5}    6   8  0  x x x x∃ ∈ → − + = ≡  

 

( )2     {2,5}    6   8  0  x x x x ≡ ∃ ∈ ∧ − + = ≡ 
 
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 ≡ ∃ x ( ) ( ) ( )   {2,5}    {2,4}       5       5x x x x x x∈ ∧ ∉ ≡ ∃ = ≡ ∃ ≠ . 
 
Следовательно, исходное высказывание истинно. 
 

3. Пусть на множестве {1,2,3,4}M =  задан предикат  
 

( ) P x ≡  « x  — четное число». 
 
С помощью логических связок ∧  и ∨  записать высказывания x∀ ( )P x  
и ∃ x ( )P x . Каковы значения истинности этих высказываний? 
 

Решение. Так как множество M  — конечное, кванторы ∀  и ∃  сводятся 
к повторному применению логических связок ∧  или ∨ . Имеем: 
 

x∀ ( )  (1) (2) (3) (4)  0≡ ∧ ∧ ∧ ≡P x P P P P ; 
 

∃ x ( )  (1) (2) (3) (4)  1≡ ∨ ∨ ∨ ≡P x P P P P . 
 

2.3. Формулы логики предикатов 
Как уже отмечалось, расширение логики высказываний до логики преди-

катов получается за счет включения в формулы утверждений, являющихся 
предикатами. 

Формула логики предикатов определяется индуктивно по следующей 
схеме: 

1) Всякая пропозициональная переменная (т.е. 0 -местный предикат) есть 
формула. 

2) Если P  — n -местный предикат, то 1( , , )nP x x  — формула. Все пе-

ременные 1,x , nx  — свободные переменные, связанных переменных в этой 

формуле нет. 
3) Если A  — формула, то ¬ A  — формула с теми же свободными и свя-

занными переменными, что и в формуле .A   
4) Если A  и B  — формулы, причем нет таких переменных, которые бы-

ли бы связанными в одной формуле и свободными в другой, то  выражения 
(A& )B , ( )A B∨ , ( )A B→ , (A ~ )B , ( )A B⊕  суть формулы, в которых 
свободные переменные формул A  и B  остаются свободными, а связанные 
переменные формул A  и B  остаются связанными. 

5) Если A  — формула, содержащая свободную предметную перемен-
ную x , то x∀ A  и ∃ x A  — тоже формулы. Переменная x  в них связана. 
Остальные же переменные, которые в формуле A  были свободны, остаются 
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свободными и в новых формулах. Переменные, которые были связаны в ,A  
связаны и в новых формулах.  

6) Других формул, кроме построенных по правилам пяти предыдущих 
пунктов, нет. 

 
Из этого определения ясно, что всякая формула алгебры высказываний 

является формулой логики предикатов. Как обычно, часть скобок, опреде-
ляющих порядок действий в формуле, можно опускать.  

Формула вида 1( , , ), nP x x  где P  — n -местный предикат, называется 
атомарной (или элементарной). Литеральной формулой (или литералом) на-
зывают атомарную формулу или отрицание атомарной формулы. Атомарная 
формула называется положительным литералом, а ее отрицание — отрица-
тельным литералом. Дизъюнкт — это дизъюнкция конечного числа литера-
лов. Если дизъюнкт не содержит литералов, его называют пустым дизъюнк-
том.  

Говорят, что формула находится в конъюнктивной нормальной форме, 
если это конъюнкция конечного числа дизъюнктов. Имеет место теорема о 
том, что для любой бескванторной формулы существует формула, логически 
эквивалентная исходной и находящаяся в конъюнктивной нормальной форме. 

 
Примеры 

 
1. Следующее выражение является формулой логики предикатов: 
 

(∀x ∃ y ( , , )  ) P x y u → ∃ x ( , )Q x w ; 
 

здесь P  — трехместный предикат, а Q  — двухместный предикат. В этой 
формуле переменные ,x  y  связаны, а переменные ,u  w  свободны. 
 

2. Выражение 
 

(∀x ( , )  ( , )) P x y Q x z→  
 

не является формулой логики предикатов. 
 

3. Записать, введя предикаты, в виде формулы рассуждение: 
 

«Каждый человек любит себя. Значит, кто-то кого-нибудь любит». 
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Решение. Введем двухместный предикат ( , ) P x y ≡  « x  любит y ». Тогда 
первая часть предложения выражается высказыванием x∀ ( , )P x x , а вто-
рая — высказыванием ∃ x ∃ y ( , )P x y . Искомая общая формула имеет вид: 

 
x∀ ( , )  P x x → ∃ x ∃ y ( , )P x y . 

 
4. Даны утверждения: 
 

( ) A k ≡  «число k  делится на 3»; 
 

( ) B k ≡  «число k  делится на 2»; 
 

( ) C k ≡  «число k  делится на 12». 
 
Выяснить, истинно или ложно следующее высказывание: 

 

∀ k ( )  ( )  ( )( )A k B k C k∧ → . 
 
Решение. Рассмотрим составляющие части этой формулы: 
 

( )  ( ) A k B k∧ ≡  «число k  делится на 6 », 
 

( ) ( )A k B k∧ → ( ) C k ≡  «если число k  делится на 6 , то оно делится на 12». 
 

При 6k =  данная импликация ложна. Следовательно, и формула 
 

∀ k ( )  ( )  ( )( )A k B k C k∧ →  
 

ложна. 
 

2.4. Основные равносильности, содержащие кванторы 

Пусть ( )P x , ( )Q x  и ( , )R x y  — произвольные два одноместных преди-
ката и двухместный предикат, а S  — произвольное переменное высказыва-
ние (или формула, не содержащая x ). Тогда имеют место следующие равно-
сильности: 

 

1.  ( )    ( )∀ ≡ ∃x P x x P x  (первый закон де Моргана для кванторов); 
 

2.   ( )   ( )∃ ≡ ∀x P x x P x  (второй закон де Моргана для кванторов); 
 

(Используя эти соотношения, можно выразить один квантор через другой.) 



 42 

3.  ( )    ( );∀ ≡ ∃x P x x P x   
 

4.   ( )   ( );∃ ≡ ∀x P x x P x  
 

5. ∀x ( )   ( )∧ ≡ ∀P x S x ( )P x ∧ ;S  
 

6. ∀x ( )   ( )∧ ≡ ∧∀S P x S x ( );P x  
 

7. ∀x ( )   ( )∨ ≡ ∀P x S x ( )P x ∨ ;S  
 

8. ∀x ( )   ( )∨ ≡ ∨∀S P x S x ( );P x  
 

(Соотношения 5–8 показывают, что произвольное высказывание или форму-
лу, не содержащую x , можно вносить под знак квантора всеобщности и вы-
носить из под знака этого квантора в конъюнкции и дизъюнкции.) 

 

9. ∃ x ( )( )  ∧ ≡ ∃P x S x ( )P x ∧ ;S  
 

10. ∃ x ( )( )  ∧ ≡ ∧∃S P x S x ( );P x  
 

11. ∃ x ( )( )  ∨ ≡ ∃P x S x ( )P x ∨ ;S  
 

12. ∃ x ( )( )  ∨ ≡ ∨∃S P x S x ( );P x  
 

(Соотношения 9–12 показывают, что произвольное высказывание или форму-
лу, не содержащую x , можно вносить под знак квантора существования и 
выносить из под знака этого квантора в конъюнкции и  дизъюнкции.) 

 

13. ∀x ( )   ( ) → ≡ ∃P x S x ( )P x → ;S  
 

14. ∀x ( )  ( ) → ≡ →∀S P x S x ( );P x  
 

15. ∃ x ( )  ( ) → ≡ ∀P x S x ( )P x → ;S  
 

16. ∃ x ( )  ( ) → ≡ →S P x S ∃ x ( );P x  
 
17. ∀x  ; ≡S S  
 
18. ∃ x  ; ≡S S  
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19. ∀x ( ) ( )  ( ) ∧ ≡ ∀P x Q x x ( )P x ∧ ∀x ( )Q x  (дистрибутивность 
квантора всеобщности относительно конъюнкции); 

 

20. ∃ x ( ) ( )  ( ) ∨ ≡ ∃P x Q x x ( )P x ∨ ∃ x ( )Q x  (дистрибутивность 
квантора существования относительно дизъюнкции); 

 

21.  x∃ ( ) ( )( )  (P x Q x∧ ∃→ x ( )P x ∧ ∃ x ( )  1;) ≡Q x  
 

22. (∀x ( )∨∀P x x ( ))  Q x x→ ∀ ( ) ( )  1;( ) ∨ ≡P x Q x  
 
23. ∀x ( )   ≡ ∀P x y ( );P y  
 
24. ∃ x ( )   ≡ ∃P x y ( );P y  
 
25. x∀ y∀ ( , )  ≡ ∀R x y y x∀ ( , )R x y  (коммутация одноименных кван-

торов); 
 
26. ∃ x ∃ y ( , )  ≡ ∃R x y y ∃ x ( , )R x y  (коммутация одноименных кван-

торов); 
 
27. ∃ y ∀x ( , )  R x y x→ ∀ ∃ y ( , )  1.≡R x y  
 

(Соотношения 21, 22 и 27 не будут верны, если поменять направления стре-
лок на противоположное.) 
 

2.5. Предваренная нормальная форма 
Для облегчения анализа сложных суждений формулы логики предикатов 

рекомендуется приводить к предваренной нормальной форме.  
Говорят, что формула логики предикатов находится в предваренной (или 

префиксной) нормальной форме, если она имеет вид 
 

1 1 , n nQ x Q x F  
 

где каждый iQ  есть квантор всеобщности или существования (т.е. i iQ x  обо-

значает ∀ ix  или ∃ ix ), переменные ix , jx  различны при  ≠i j , а F  — фор-

мула, содержащая операции ∧ ,∨ ,¬  и не содержащая кванторов (причем 
знаки отрицания отнесены только к элементарным предикатам и высказыва-
ниям, т.е. к элементарным формулам). Выражение 1 1 n nQ x Q x  называют 

префиксом (или кванторной приставкой), а формулу F  — матрицей.  



 44 

Если все iQ  — ∀, то эта форма называется ∀-формулой. Если все iQ  — 

∃ , то эта форма называется ∃-формулой. Если существует i  такое, что 

1, , iQ Q  суть ∃ , а 1, ,i nQ Q+   суть ∀, то эта форма называется скулемов-

ской нормальной формой (или ∃∀-формулой). 
Формулы, в которых из логических символов имеются только символы 

,∧  ,∨  ¬ , причем символ ¬  встречается лишь перед символами предикатов, 
называют приведенными формулами. Таким образом, формула логики преди-
катов, находящаяся в префиксной нормальной форме, является, в частности, 
приведенной формулой. Для любой формулы существует равносильная ей 
приведенная формула, которая имеет те же множества свободных и связан-
ных переменных. Более того, всякая формула логики предикатов с помощью 
равносильных преобразований может быть приведена к равносильной ей 
префиксной нормальной форме. 

Например, следующие формулы находятся в префиксной нормальной 
форме: 

 

∀x ∀y ( ) ( , )  ( ) ;¬ ∧P x y Q y  
 

∀x ∃ y ∀z ( )( , )   ( , )  ( ) .∨ ¬ ∨A x y B y z C z  
 

Процедура приведения формулы логики предикатов к префиксной нор-
мальной форме: 

1) Сначала избавляются от операций импликации, эквивалентности и не-
равнозначности, выразив их через логические связки ¬ , & и ∨  по законам: 

 
  A B→ ≡ ¬ ,A B∨  

 
A ~   (≡B A& ) (B ∨ ¬ A&¬ )B , 

 
  (A B A⊕ ≡ &¬ )B ∨ (¬ A& )B . 

 
2) Доводят символы отрицания до символов предикатов, используя пра-

вила де Моргана, и избавляются от двойных отрицаний: 
 

¬ (A& )  B ≡ ¬ A ∨ ¬ ,B   
 

¬ ( )  A B∨ ≡ ¬ A&¬ ,B  
 

( ) ( )  ( )      ( )x P x x P x¬ ∀ ≡ ∃ ¬ , 
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( ) ( )   ( )     ( )x P x x P x¬ ∃ ≡ ∀ ¬ , 
 

¬¬   A A≡ . 
 
3) Для формул, содержащих подформулы вида 
 

 ( )   ( )x P x x Q x∀ ∨ ∀ ,          ( )    ( )x P x x Q x∃ ∧ ∃  
 

и т.п., вводят новые переменные, позволяющие выносить знаки кванторов на-
ружу. Например: 

 

  ( )    ( )      ( )  ( )( )x P x x Q x x y P x Q y∃ ∧ ∃ ≡ ∃ ∃ ∧ ; 
 

 ( )   ( )    ( )  ( )( )x P x x Q x x y P x Q y∀ ∨ ∀ ≡ ∀ ∀ ∨ ; 
 

 ( )    ( )     ( )  ( )( )x P x x Q x x y P x Q y∀ ∨ ∃ ≡ ∀ ∃ ∨ . 
 

4) Используя все известные равносильности логики предикатов, получа-
ют формулу в виде префиксной нормальной формы. 

 
Примеры 

 
1. Привести равносильными преобразованиями к префиксной нормаль-

ной форме следующую формулу логики предикатов: 
 

    ( )→ ∃S x A x . 
 

Решение. 
 

  ( )        ( )        →∃ ≡ → ≡ ∨ ≡ ∨∃ ≡ ∨ ≡ ∧ ≡   S x A x A B A B S x A x A B A B  

 

   ( )    ( )   ( )    ( )   ( ) .( ) ≡ ∧∃ ≡ ∃ ≡ ∀ ≡ ∧∀ ≡ ∀ ∧ S x A x x A x x A x S x A x x S A x
 

2. Привести следующую формулу к предваренной нормальной форме, 
считая A  и B  бескванторными формулами: 

 

( ) ( )   ( , )      ( , )x y A x y x y B x y∃ ∀ ∧ ∃ ∀ . 

 
Решение. 
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( ) ( )   ( , )      ( , )   x y A x y x y B x y∃ ∀ ∧ ∃ ∀ ≡  
 

( ) ( )    ( , )      ( , )  x y A x y z y B z y≡ ∃ ∀ ∧ ∃ ∀ ≡  
 

( ) ( )( )      ( , )    ( , )   x z y A x y y B z y≡ ∃ ∃ ∀ ∧ ∀ ≡  
 

( )      ( , )  ( , )x z y A x y B z y≡ ∃ ∃ ∀ ∧ . 
 

3. Привести к предваренной нормальной форме следующую формулу: 
 

( )( ) ( )  ( )     ( ) ( )  ( )x A x y B y B z A z∀ ¬ → ∃ ¬ → → . 

 
Решение. 
 

( )( ) ( )  ( )     ( ) ( )  ( )  x A x y B y B z A z∀ ¬ → ∃ ¬ → → ≡  
 

( )( ) ( )  ( )     ( )  ( )  ( )  x A x y B y B z A z≡ ∀ ∨ ∃ ¬ → ¬ ∨ ≡  
 

( )( ) ( )   ( )     ( )  ( )  ( )  x A x y B y B z A z≡ ¬ ∀ ∨ ∃ ¬ ∨ ¬ ∨ ≡  
 

( ) ( )    ( )   ( )  ( )  ( )  x A x y B y B z A z≡ ∃ ¬ ∧ ∀ ∨ ¬ ∨ ≡  
 

( ) ( )     ( )  ( )  ( )  ( )  x y A x B y B z A z ≡ ∃ ∀ ¬ ∧ ∨ ¬ ∨ ≡   
 

( ) ( )     ( )   ( )  ( ) ( )   ( )  ( )x y A x B z A z B y B z A z ≡ ∃ ∀ ¬ ∨ ¬ ∨ ∧ ∨ ¬ ∨  . 

 
2.6. Тавтологии логики предикатов 

Напомним, что формула алгебры высказываний, принимающая значе-
ние 1 (истина) при любом наборе значений входящих в нее переменных, на-
зывается тождественно истинной или тавтологией.  

Формулу логики предикатов называют общезначимой (или тождествен-
но истинной, или тавтологией), если при всякой подстановке вместо преди-
катных переменных любых конкретных предикатов, заданных на каких угод-
но множествах, она превращается в тождественно истинный предикат. Обще-
значимую формулу называют также логическим законом. 
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Формулу A  назовем выполнимой, если формула ¬ A  не является тожде-
ственно истинной. 

Формулу логики предикатов называют тождественно ложной (или 
противоречием), если при всякой подстановке вместо предикатных перемен-
ных любых конкретных предикатов, заданных на каких угодно множествах, 
она превращается в тождественно ложный предикат. 

Напомним, что проблемой разрешения для алгебры высказываний назы-
вается следующий вопрос: существует ли алгоритм, позволяющий для произ-
вольной логической формулы в конечное число шагов выяснить, является ли 
она тождественно истинной? Как отмечалось, этот вопрос имеет положи-
тельное решение. 

Проблема распознавания общезначимости формул логики предикатов 
существенно сложнее. Она также называется проблемой разрешения. Метод 
перебора всех вариантов здесь не применим, так как вариантов может быть 
бесконечно много. В 1936 году А. Чёрч доказал, что в общем виде проблема 
разрешения для логики предикатов не имеет алгоритмического решения. 
Сформулируем соответствующую теорему: 

 
Теорема Чёрча. Не существует алгоритма, который для любой форму-

лы логики предикатов устанавливает, общезначима она или нет. 
 

Примеры 
 

1. Доказать общезначимость следующей формулы логики предикатов: 
 

( ) ( )( )  ( )  ( )   ( ) .x P x Q x x P x x Q x∀ → → ∀ → ∀  

 
Решение. Упростим формулу, используя равносильные преобразования: 
 

( ) ( )( )  ( )  ( )   ( )  x P x Q x x P x x Q x∀ → → ∀ → ∀ ≡  
 

( ) ( )  ( )  ( )   ( )   ( )  x P x Q x x P x x Q x≡ ∀ ∨ ∨ ∀ ∨ ∀ ≡  

 

( ) ( )     ( )  ( )  ( )  ( )x x P x x Q xP x Q x≡ ∃ ∨ ∃ ∨ ∀ ≡∨  

 

( ) ( )   ( )  ( )   ( )  ( )  x P x Q x x P x x Q x≡ ∃ ∧ ∨ ∃ ∨ ∀ ≡  

 

( ) ( ) ( )     ( )  ( )   ( )  ( )x P x Q x x P x x Q x≡ ∃ ∧ ∨ ∃ ∨ ∀ ≡  
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( )( ) ( )   ( )  ( )   ( )  ( )  x P x Q x P x x Q x≡ ∃ ∧ ∨ ∨ ∀ ≡  

 

( ) ( )   ( )   ( )  ( )  x Q x P x x Q x≡ ∃ ∨ ∨ ∀ ≡  
 

( ) ( )    ( )  ( )  ( )  x P x Q x x Q x≡ ∃ ∨ ∨ ∀ ≡  

 

( ) ( ) ( )   ( )   ( )  ( )  x P x x Q x x Q x≡ ∃ ∨ ∃ ∨ ∀ ≡  

 

( ) ( ) ( )   ( )  ( )  ( )  x P x x Q x x Q x≡ ∃ ∨ ∀ ∨ ∀ ≡  

 

( )   ( )   1  1.x P x≡ ∃ ∨ ≡  

 
Таким образом, общезначимость формулы доказана. 
 
2. Доказать тождественную ложность следующей формулы: 
 

( ) ( )( )    ( ) ( ) ( ) ( )   ( )∃ ∃ → ∧ → ∧x y F x F y F x F y F x . 

 
Решение. Упростим формулу, используя равносильные преобразования: 

 

( ) ( )( )    ( ) ( ) ( ) ( )   ( )      x y F x F y F x F y F x A B A B ∃ ∃ → ∧ → ∧ ≡ → ≡ ∨ ≡ 
 

( ) ( )( )     ( )  ( ) ( )  ( )   ( )  x y F x F y F x F y F x≡ ∃ ∃ ∨ ∧ ∨ ∧ ≡  

 

 ( )   ( ) ( )  A B C A C B C≡ ∨ ∧ ≡ ∧ ∨ ∧ ≡    
 

( ) ( ) ( )( )( )     ( )  ( ) ( )  ( ) ( )  ( )  x y F x F y F x F x F y F x≡ ∃ ∃ ∨ ∧ ∧ ∨ ∧ ≡  

 

( ) ( )( )( )     ( )  ( ) 0  ( )  ( )     0  x y F x F y F y F x A A ≡ ∃ ∃ ∨ ∧ ∨ ∧ ≡ ∧ ≡ ≡   

 

( ) ( )( )     ( )  ( ) ( )  ( )  x y F x F y F y F x≡ ∃ ∃ ∨ ∧ ∧ ≡  
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( ) ( )     ( )  ( )  ( ) ( )  ( )  ( )  x y F x F y F x F y F y F x≡ ∃ ∃ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ≡  

 

( )     0  0   0.x y≡ ∃ ∃ ∨ ≡  
 

Таким образом, формула тождественно ложна, т.е. является противоре-
чием. 
 

3. Доказать общезначимость следующей формулы: 
 

( )( ) ( )( )  ( )    ( )  ( )   ( )    .∃ ∧ → → ∀ → ¬ → ¬x A x S B x x A x B x S  

 
Решение. Проведем доказательство методом от противного. Предполо-

жим, что 
 

( )( ) ( )( )  ( )    ( )  ( )   ( )      0.x A x S B x x A x B x S∃ ∧ → → ∀ → ¬ → ¬ ≡  
 
Но произвольная импликация →P Q  ложна в том и только в том случае, ко-
гда P  истинно, а Q  ложно. Следовательно, мы имеем 
 

( )( )  ( )   ( )   1x A x S B x∃ ∧ → ≡    и   ( ) ( )   ( )      0.x A x B x S∀ → ¬ → ¬ ≡  
 

Рассуждая аналогично, из последнего равенства получаем, что    0S¬ ≡  
(т.е.   1S ≡ )  и  ( ) ( )   ( )   1.x A x B x∀ → ¬ ≡    

Из того, что ( )( )  ( )    ( )   1x A x S B x∃ ∧ → ≡ , следует, что в области  

определения предметной переменной x  найдется константа a , для которой  
 

( )( )    ( )   1.A a S B a∧ → ≡  
 

Но тогда ( )  1A a ≡  и ( )  ( )   1→ ≡S B a , а поскольку   1S ≡ , мы видим, что 

( )  1.B a ≡  Следовательно,  
 

( )( )   ( )   0,A a B a→ ¬ ≡  
 

что противоречит равенству  ( ) ( )   ( )   1.x A x B x∀ → ¬ ≡  
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