
�¨­¨±²¥°±²¢® ®¡° §®¢ ­¨¿ �®±±¨©±ª®© �¥¤¥° ¶¨¨\����"- ���������� ��������������� �������������������������� ¨¬. �. �. ������������� ´¥¤°  "�»±¸ ¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª "�. �. �®·³°®¢�������� � ������������ ����������(ª° ²ª¨© ª®­±¯¥ª²)
�®±ª¢  2003 £.



������ 2.1. �¥°¢®®¡° §­ ¿. �¥®¯°¥¤¥«¥­­»© ¨­²¥£° « ¨ ¥£® ±¢®©±²¢ . � ¡«¨·­»¥ ¨­²¥£° «». � ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­®©¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯® · ±²¿¬ ¢ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ¨­²¥£° «¥.�±«¨ ®±­®¢­®© § ¤ ·¥© ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ¨±·¨±«¥­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¢»·¨±«¥­¨¥ ¯°®¨§¢®¤­®© f 0 ­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨f , ²® ®±­®¢­®© § ¤ ·¥© ¨­²¥£° «¼­®£® ¨±·¨±«¥­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²­ ¿ § ¤ · : ¯® § ¤ ­­®© ¯°®¨§¢®¤­®© F 0 ­ ©²¨¨±µ®¤­³¾ ´³­ª¶¨¾ F . �²³ ®¡° ²­³¾ § ¤ ·³ ­ §»¢ ¾² ¥¹¥ § ¤ ·¥© ­ µ®¦¤¥­¨¿ ¯¥°¢®®¡° §­®© ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ F 0.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¥°¢®®¡° §­®© ¤«¿ f : ha; bi ! IR ­ §»¢ ¥²±¿ «¾¡ ¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿ F : ha; bi ! IR,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ t 2 ha; bi ° ¢¥­±²¢³F 0(t) = f(t):�°¨¬¥°. �¥°¢®®¡° §­®© ´³­ª¶¨¥© ¤«¿ 3t2 ¡³¤¥² ´³­ª¶¨¿ t3. �³­ª¶¨¿ t3+1 ² ª¦¥ ¡³¤¥² ¯¥°¢®®¡° §­®© ¤«¿ 3t2. � ª¨¬®¡° §®¬, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¯°®¨§¢®¤­®© ´³­ª¶¨¨ ³ ®¤­®© ´³­ª¶¨¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­¥±ª®«¼ª® ¯¥°¢®®¡° §­»µ. �²°³ª²³° ¬­®¦¥±²¢  ¯¥°¢®®¡° §­»µ ¯°®¿±­¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬®©�¥®°¥¬ . /f : ha; bi ! IR, F1, F2 { ¤¢¥ ¯¥°¢®®¡° §­»¥ ¤«¿ f/ ) (F1(t) � F2(t)) ¯®±²®¿­­  ­  ha; bi.C: �® ³±«®¢¨¾ (F1(t) � F2(t))0 = f(t) � f(t) = 0 ¯°¨ «¾¡®¬ t 2 ha; bi. �²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» ¢»²¥ª ¥², ² ª¨¬®¡° §®¬, ¨§ ±«¥¤±²¢¨¿ ª ²¥®°¥¬¥ � £° ­¦  ® ²®¬, ·²® ¥±«¨ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨ ° ¢­  ­³«¾ ­  ­¥ª®²®°®¬¯°®¬¥¦³²ª¥, ²® ®­  ­  ½²®¬ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¯®±²®¿­­ . B�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ F { ª ª ¿-«¨¡® ¯¥°¢®®¡° §­ ¿ ¤«¿ f : ha; bi ! IR, ²® ¤®¡ ¢«¿¿ ª F ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ ¯®±²®¿­­»¥ C,¬» ¯®«³·¨¬ ¢±¥ ¯¥°¢®®¡° §­»¥ ¤«¿ f .�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �®¢®ª³¯­®±²¼ ¢±¥µ ¯¥°¢®®¡° §­»µ ´³­ª¶¨¨ f : ha; bi ! IR ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»¬ ¨­²¥£° -«®¬ f ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬ R f(t) dt. �³­ª¶¨¾ f ¯°¨ ½²®¬ ­ §»¢ ¾² ¯®¤»­²¥£° «¼­®©. �³±²¼ F { ­¥ª®²®° ¿¯¥°¢®®¡° §­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¤«¿ f . � ±²® ³¯®²°¥¡«¿¾² ² ª³¾ ´®°¬³ § ¯¨±¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° « Z f(t) dt = F (t) + C; (1)¯®­¨¬ ¿ ¯®¤ ½²¨¬ ¨ ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢  ®² §­ ª  ° ¢¥­±²¢  ®¤­® ¨ ²®¦¥ ¬­®¦¥±²¢® ´³­ª¶¨©, ®²«¨· ¾¹¨µ±¿ ®² F ­ ª®­±² ­²³. �¬»±« ¨±¯®«¼§®¢ ­­®£® ®¡®§­ ·¥­¨¿ ¨ (1) ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬: ±®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¤«¿ «¾¡®© F 2R f(t) dt ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢® F 0(t) = f(t) ¨, §­ ·¨², dF (t) = F 0(t) dt = f(t) dt. �®½²®¬³ ¯¨¸³²d Z f(t) dt = f(t) dt; (2)¯®­¨¬ ¿ ¯®¤ ½²¨¬ ²®, ·²® ¤¨´´¥°¥­¶¨ « «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ ¨§ R f(t) dt ­  ½«¥¬¥­²¥ dt ° ¢¥­ f(t) dt. �°®¬¥ ½²®£® (1)¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ Z dF (t) = F (t) + C: (3)� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ±¬»±«¥, ®¯¥° ¶¨¨ R ¨ d ¿¢«¿¾²±¿ ¢§ ¨¬­® ®¡° ²­»¬¨.�¤­® ¨§ ®±­®¢­»µ ±¢®©±²¢ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° «  ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ½²®© ¢§ ¨¬­®© ®¡° ²¨¬®±²¨. �²®±¢®©±²¢® { «¨­¥©­®±²¼ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° « : ¯³±²¼ ´³­ª¶¨¨ f ¨ g ®¡« ¤ ¾² ¯¥°¢®®¡° §­»¬¨. �®£¤ 1) R af(t) dt = a R f(t) dt, a 2 IR, a 6= 0,2) R (f(t) + g(t)) dt = R f(t) dt+ R g(t) dt.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·­® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¥±«¨ F ¨ G { ¯¥°¢®®¡° §­»¥ ¤«¿ f ¨ g, ²® F +G { ¯¥°¢®®¡° §­ ¿ ¤«¿f + g, aF { ¯¥°¢®®¡° §­ ¿ ¤«¿ af .�«¥¤³¾¹¨¥ ¯°¨¬¥°» ¢»° ¦¥­¨¿ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¨­²¥£° «®¢ ®² ¨§¢¥±²­»µ ´³­ª¶¨© ¢ ²¥°¬¨­ µ ½«¥¬¥­² °­»µ ´³­ª-¶¨© ­®±¿² ­ §¢ ­¨¥ ² ¡«¨·­»µ ¨­²¥£° «®¢. �µ ­¥®¡µ®¤¨¬® §­ ²¼ ­ ¨§³±²¼.1). (tm+1=(m+ 1))0 = tm, ) R tm dt = tm+1=(m + 1) + C, m 2 IR, m 6= �1,2). (ln jtj)0 = 1t , ) R 1t dt = ln jtj+ C,3). (et)0 = et, ) R et dt = et +C,4). ( atln a )0 = at, ) R at dt = atln a +C, a > 0, a 6= 1,5). (sin t)0 = cos t, ) R cos t dt = sin t+C,6). (� cos t)0 = sin t, ) R sin t dt = � cos t+ C,7). (tg t)0 = 1(cos t)2 , ) R 1(cos t)2 dt = tg t+ C,8). (�ctg t)0 = 1(sin t)2 , ) R 1(sin t)2 dt = �ctg t+C,9). (arcsin t)0 = 1p1�t2 , ) R 1p1�t2dt = arcsin t+C,10). (arctgt)0 = 11+t2 , ) R 11+t2 dt = arctgt+ C,11). R 11�t2dt = 1=2 ln j1+t1�t j+ C (¢»±®ª¨© «®£ °¨´¬),12). R 1pa+t2 dt = ln jt+pa+ t2j+ C (¤«¨­­»© «®£ °¨´¬).2



�¹¥ ®¤­¨¬ ¢ ¦­»¬ ±¢®©±²¢®¬ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° « , ¿¢«¿¾¹¨¬±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ¢§ ¨¬­®© ®¡° ²¨¬®±²¨ ®¯¥-° ¶¨© ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿, ¿¢«¿¥²±¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¢¨¤  ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­-²¥£° «  ®² ¢»¡®°   °£³¬¥­²  ¨«¨ ´®°¬³«  § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­®©. �® ±³¹¥±²¢³ ½²® ±¢®©±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ®²° ¦¥­¨¥¬±¢®©±²¢  ¨­¢ °¨ ­²­®±²¨ ¢¨¤  1-£® ¤¨´´¥°¥­¶¨ «  ®² ¢»¡®°   °£³¬¥­² . �±¯®¬­¨¬ ª ª ¢»£«¿¤¨² ½²  ¨­¢ °¨ ­²-­®±²¼: ¯³±²¼ F 2 Dha; bi, � : hc; di ! ha; bi { ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿. �¡° §³¥¬ ±«®¦­³¾ ´³­ª¶¨¾ G : hc; di ! IR,G(x) = F (�(x)). �®£¤  dG(x) = F 0(�(x))�0(x) dx = F 0(�(x)) d�(x) = F 0(t) dt;£¤¥ t = �(x). �®½²®¬³ G(x) { ¯¥°¢®®¡° §­ ¿ ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ F 0(�(x))�0(x) ¨ ¢»¯®«­¿¾²±¿ ° ¢¥­±²¢ Z G0(x) dx = Z F 0(�(x))�0(x) dx = Z F 0(t)jt=�(x)(dt)jt=�(x) = F (t)jt=�(x) + C:�²  ´®°¬³«  ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­®©. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥° ¥¥ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿:Z sinx cosx dx = Z sinx d sinx = Z t dt = t2=2jt=sinx + C = 1=2 sin2 x+C:�°³£¨¥ ¯°¨¬¥°», ± ­¥© ±¢¿§ ­­»¥, ¬®£³² ¡»²¼ ®±­®¢ ­» ­  ° ¢¥­±²¢ µ1). dx = d(x+ b) = dt, b { ª®­±² ­² , t = x+ b,2). dx = 1ad(ax) = dt, a 6= 0 { ª®­±² ­² , t = ax,3). dx = 1ad(ax+ b) = dt, a 6= 0, t = ax+ b,4). x dx = 1=2 d(x2) = dt, t = x2,5). sinx dx = �d(cos x) = dt, t = cos x,6). cosx dx = d(sinx) = dt, t = sinx.� ®±­®¢­»¬ ¯°¨¥¬ ¬ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¨­²¥£° «®¢ ®²­®±¿²±¿, ² ª¨¬ ®¡° §®¬,1. �¥²®¤ ° §«®¦¥­¨¿. �±«¨ f = f1 + f2, f1, f2 ¨¬¥¾² ¯¥°¢®®¡° §­»¥ ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ ha; bi, ²®Z f dt = Z f1 dt+ Z f2 dt:2. �¥²®¤ ¯®¤±² ­®¢ª¨ (§ ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­®©). �³±²¼ f ¨¬¥¥² ¯¥°¢®®¡° §­³¾ ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ ha; bi, � : hc; di ! ha; bi{ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿. �®£¤  Z f(t) dt = Z f(�(x))�0(x) dx;Z tpt � 5 dt = Z (x2 + 5)x(2x) dx = (2x5=5 + 10x3=3 +C)jt=x2+5 = 2(t� 5)5=25 + 10(t� 5)3=23 +C:3. �¥²®¤ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬. �³±²¼ f , g { ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»¥ ­  ha; bi ´³­ª¶¨¨. �® ¯° ¢¨«³¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ´³­ª¶¨© d(f � g) = g df + f dg. �®½²®¬³Z f dg = Z d(f � g)� Z g df = f � g � Z g df:�²  ´®°¬³«  ­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ ´®°¬³«» ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬. �°¨¬¥° ¥¥ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿:Z ln t dt = t ln t� Z t � 1t dt = t ln t� t+C:������ 2.2. �®¬¯«¥ª±­»¥ ·¨±« , ¨µ ¨§®¡° ¦¥­¨¥ ­  ¯«®±ª®±²¨. �«£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ­ ¤ ª®¬¯«¥ª±­»¬¨·¨±« ¬¨. �®¬¯«¥ª±­®¥ ±®¯°¿¦¥­¨¥. �®¤³«¼ ¨  °£³¬¥­² ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±« . �«£¥¡° ¨·¥±ª ¿ ¨ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥-±ª ¿ ´®°¬» ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±« . �®°­¨ ¨§ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«. �®ª § ²¥«¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ª®¬¯«¥ª±­®£®  °£³¬¥­² .�®°¬³«  �©«¥° . �®ª § ²¥«¼­ ¿ ´®°¬  ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±« .�®¤ ª®¬¯«¥ª±­»¬ ·¨±«®¬ ¯®­¨¬ ¥²±¿ ¢»° ¦¥­¨¥ ¢¨¤  z = x+ i � y = x+ iy, £¤¥ x; y 2 IR, i { ¬­¨¬ ¿ ¥¤¨­¨¶ , ². ¥.i2 = �1. �¨±«  x+i0 = x ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿ ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ·¨±« ¬¨, ·¨±«  0+iy = iy ­ §»¢ ¾²±¿ ·¨±²® ¬­¨¬»¬¨.�¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ ·¨±«  x ¨ y ­ §»¢ ¾²±¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®© ¨ ¬­¨¬®© · ±²¿¬¨ ·¨±«  z ¨ ®¡®§­ · ¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥­­®x =Re z, y =Im z. �±«®¢¨¬±¿ ®¡®§­ · ²¼ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥« ±¨¬¢®«®¬ IC. �«¿ ¨§®¡° ¦¥­¨¿ ª®¬¯«¥ª±­»µ· ±²® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¤¢³¬¥°­ ¿ ¯«®±ª®±²¼. �°¨ ½²®¬ ·¨±«³ z = x+iy ®¤­®§­ ·­® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®° ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨(x; y) ­  ¯«®±ª®±²¨, ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬ ·¨±« ¬ ®²¢¥· ¾² ²®·ª¨ ­  ®±¨ Ox, ¬­¨¬»¬ ·¨±« ¬ { ²®·ª¨ ®±¨ Oy.3



�®¤®¡­® ¢¥ª²®° ¬ ­  ¯«®±ª®±²¨ ª®¬¯«¥ª±­»¥ ·¨±«  ¬®¦­® ±° ¢­¨¢ ²¼ ¬¥¦¤³ ±®¡®©, ¨µ ¬®¦­® ±ª« ¤»¢ ²¼ ¨¢»·¨² ²¼,   ² ª¦¥ ³¬­®¦ ²¼ ­  ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ ·¨±« . �³±²¼ z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, a 2 IR. �®£¤ 1. z1 = z2; , x1 = x2; y1 = y2 ¨«¨ Re z1=Re z2, Im z1=Im z2,2. z1 � z2 = (x1 � x2) + i(y1 � y2) ¨«¨ Re (z1 � z2)=Re z1�Re z2, Im (z1 � z2)=Im z1�Im z2,3. az1 = (ax1) + i(ay1) ¨«¨ Re (az1)=aRe z1, Im (az1)=aIm z1.�²¨ ®¯¥° ¶¨¨ ¯®«­®±²¼¾ ¨¤¥­²¨·­» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¯¥° ¶¨¿¬ ­ ¤ ¢¥ª²®° ¬¨ ¢ ¯«®±ª®±²¨. �¯¥° ¶¨¿ ¢»·¨-±«¥­¨¿ ¤«¨­» ¢¥ª²®°  ­  ¯«®±ª®±²¨ ² ª¦¥ ¨¬¥¥² ±¢®©  ­ «®£ ¤«¿ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«. � ¨¬¥­­®, ¬®¤³«¥¬ ·¨±« z = x+ iy 2 IC ­ §»¢ ¾² ·¨±«® jzj =px2 + y2 > 0:�¯¥¶¨ «¼­®¥ ­ §¢ ­¨¥ ¨¬¥¥² ·¨±«® �z = x � iy. �­® ­ §»¢ ¥²±¿ ±®¯°¿¦¥­­»¬ ª z = x + iy. �§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¥²,·²® Re �z=Re z, Im �z={Im z, j�zj = jzj.�¤­ ª® ¢±¥ ¯¥°¥·¨±«¥­­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¯° ¢¨«  ¨ ±¢®©±²¢  ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ ·¥¬-²® ¨±ª«¾·¨²¥«¼­»¬ ¨ ®²¤¥«¿¾¹¨¬ª®¬¯«¥ª±­»¥ ·¨±«  ®² ¢¥ª²®°®¢ ­  ¯«®±ª®±²¨. �µ ®²«¨·¨¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥« ®¯°¥¤¥«¿¾²®¯¥° ¶¨¾ ³¬­®¦¥­¨¿ ¤¢³µ ·¨±¥« ¬¥¦¤³ ±®¡®© ² ª, ·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³· ¥²±¿ ®¯¿²¼ ¦¥ ª®¬¯«¥ª±­®¥ ·¨±«®. �°¨ ½²®¬± ¬»¬ £« ¢­»¬ ¢ ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ²®, ·²® ¯®«³· ¾¹¥¥±¿ ¯° ¢¨«® ³¬­®¦¥­¨¿ ¢¬¥±²¥ ± ®¯¥° ¶¨¥© ±«®¦¥­¨¿³¤®¢«¥²¢®°¿¾² µ®°®¸® ¨§¢¥±²­»¬ ¯° ¢¨« ¬ ±«®¦¥­¨¿ ¨ ³¬­®¦¥­¨¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«: ¢±¥  ª±¨®¬» ±«®¦¥­¨¿¨ ³¬­®¦¥­¨¿, ª®²®°»¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¤«¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«, ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¨ ¤«¿ ª®¬¯«¥ª±­»µ. �«¿ ¢¥ª²®°®¢ ­ ¯«®±ª®±²¨ ² ª®© ®¯¥° ¶¨¨ ­¥² (² ª ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ®¡« ¤ ¥² ¢¥±¼¬  ­¥¯°¨¿²­»¬ ±¢®©±²¢®¬: ¬®¦­®¯¥°¥¬­®¦¨²¼ ¤¢  ­¥­³«¥¢»µ ¢¥ª²®°  ¨ ¯®«³·¨²¼ ­®«¼). �° ¢¨«® ³¬­®¦¥­¨¿ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥« ² ª®¢®:z1z2 = (x1x2 � y1y2) + i(x1y2 + x2y1):�²±¾¤ , ¢ · ±²­®±²¨, ¯®«³· ¥²±¿ ° ¢¥­±²¢® i2 = (0 + i1)(0 + i1) = (0 � 1) + i(0 + 0) = �1. �«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿«¥£ª® ¯°®¢¥°¿¾²±¿:4. z�z = (x+ iy)(x � iy) = x2 + y2 = jzj2,5. z1z2 = z1�z2z2�z2 = (x1x2+y1y2)+i(x1y2�x2y1)x22+y22 , ¥±«¨ z2 6= 0;6. ¥±«¨ z1 = �z2, ²® z2 = �z1 ¨ ­ ®¡®°®²,7. (z1 � z2) = �z1 � �z2, (z1z2) = �z1�z2,8. (z1 : z2) = �z1 : �z2, ¥±«¨ z2 6= 0,9. Re z = (z + �z)=2, Im z = (z � �z)=(2i).�®¬¨¬® ¬®¤³«¿ jzj ± ª ¦¤»¬ ª®¬¯«¥ª±­»¬ ·¨±«®¬ z = x + iy 6= 0 ±¢¿§ ­® ¯®­¿²¨¥  °£³¬¥­² : argz { ³£®« ¢¯°®¬¥¦³²ª¥ (��; �], ª®²®°»© ®¡° §³¥² ¢¥ª²®° (x; y) ± ¥¤¨­¨·­»¬ ¢¥ª²®°®¬ (1; 0) ®±¨ Ox. � ½²¨¬¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¬¨²¥±­® ±¢¿§ ­  ² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´®°¬  § ¯¨±¨ ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±«  zz = x+ iy = r(cos �+ i sin�); r = jzj; � = arg z:�«¿  °£³¬¥­²  � ¨¬¥¥¬ ° ¢¥­±²¢  cos� = x=r, sin� = y=r. �®­¿²­®, ·²® ¥±«¨ ­ ¬ § ¤ ­   «£¥¡° ¨·¥±ª ¿ ´®°¬  § ¯¨±¨ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±«  z = x+ iy, ²® ¢¥«¨·¨­» r = jzj ¨ � = arg z ¯®¤±·¨²»¢ ¾²±¿ ®¤­®§­ ·­®. �¥°­® ¨ ®¡° ²­®¥, ¥±«¨§ ¤ ­» ¢¥«¨·¨­» r = jzj ¨ � = arg z (². ¥. ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´®°¬  § ¯¨±¨ ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±«  z = r(cos �+i sin�)),²® ®¤­®§­ ·­® ¢»·¨±«¿¾²±¿ x = r cos�, y = r sin�. �ª § ­­ ¿ ¢§ ¨¬­ ¿ ®¤­®§­ ·­®±²¼ ¯®°®¦¤ ¥² ¤¢¥ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¥´®°¬» § ¯¨±¨ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«:  «£¥¡° ¨·¥±ª³¾ ¨ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª³¾. �²¨ ´®°¬» § ¯¨±¨ ¨¬¥¾² ±¢®¨  ­ «®£¨¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ ­  ¯«®±ª®±²¨: ¤«¿  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ´®°¬» § ¯¨±¨ ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±«  z = x + iy { ½²® § ¯¨±¼ ²®·ª¨­  ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨­ ² µ (x; y), ¤«¿ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬» § ¯¨±¨ z = r(cos � + i sin �) { ½²®§ ¯¨±¼ ²®·ª¨ ­  ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¯®«¿°­»µ ª®®°¤¨­ ² µ r ¨ �. � ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥, ·²®¡» ®²¬¥²¨²¼ ²®·ª³ ­  ¯«®±ª®±²¨,¯°®¢®¤¿² «³· ± ¶¥­²°®¬ ¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ² ¯®¤ ³£«®¬ � ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬³ ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ®±¨ Ox ¨­  ­¥¬ ³ª §»¢ ¾² ­  ²®·ª³, ®²±²®¿¹³¾ ­  r ¥¤¨­¨¶ ®² ­ · «  ª®®°¤¨­ ². �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¤¥ª °²®¢»¬¨ ¨ ¯®«¿°­»¬¨ª®®°¤¨­ ² ¬¨ § ¤ ¥²±¿ ³¦¥ ¢»¯¨± ­­»¬¨ ¢»¸¥ ±®®²­®¸¥­¨¿¬¨:x = r cos�; y = r sin�; x; y 2 IR; r 2 IR+; � 2 (��; �]:(¨­®£¤  ®¡« ±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿ ª®®°¤¨­ ²» � ±¬¥¹ ¾² ¢ ¯°®¬¥¦³²®ª [0; 2�)).�²±²³¯«¥­¨¥. � ±±¬®²°¥­­ ¿ ¢»¸¥ ¯®«¿°­ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢¢¥¤¥­  ¢ ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥«¾¡®© ° §¬¥°­®±²¨ n 2 NN. � ª ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IR3 ¯¥°¥µ®¤ ®² ¤¥ª °²®¢®© ª ¯®«¿°­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² ¢»£«¿¤¨²±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: x = r cos � cos ; y = r sin� cos ; z = r sin ;(x; y; z) 2 IR3; r 2 IR+; � 2 (0; 2�];  2 [��=2; �=2]. �·¨²»¢ ¿ ®¡« ±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®¡° ²­»© ¯¥°¥µ®¤®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ±®®²­®¸¥­¨©:r2 = x2 + y2 + z2 > 0; r sin = z; r sin� cos = y:4



�²¬¥²¨¬ ­¥±ª®«¼ª® ¯°®±²»µ ³²¢¥°¦¤¥­¨© ® ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±« µ:�¥®°¥¬  1. /z1; z2 2 IC/ ) 1. jz1 � z2j = jz1j � jz2j 2. � =arg(z1 � z2) �(arg z1+arg z2)(mod(2�)).(§ ¯¨±¼ a � b (mod(c)) ®§­ · ¥², ·²® (a� b)=c { ¶¥«®¥)� : �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ z1 = r1((cos �1 + i sin�1)), z2 = r2((cos�2 + i sin�2)) { ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´®°¬» § ¯¨±¨·¨±¥« z1 ¨ z2. �®£¤  z1z2 == jz1z2j (cos�+ i sin�) = r1r2�(cos �1 cos �2 � sin�1 sin�2) + i(sin�1 cos�2 + cos �1 sin�2)� == r1r2((cos(�1 + �2) + i(sin �1 + �2)){ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´®°¬  § ¯¨±¨ z1z2. �®«³·¥­­®¥ ° ¢¥­±²¢® ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³. ��«¥¤±²¢¨¥. /z 2 IC, n 2 NN/ ) 1. jznj = jzjn 2. arg(zn) �(n arg z)(mod(2�)).�°¨¬¥°. �®·ª  i � z ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ²®·ª¨ z ¯®¢®°®²®¬ ­  ³£®« �=2.�¥®°¥¬  2. /z1; z2 2 IC, z2 6= 0/) 1. jz1 : z2j = jz1j : jz2j 2. � =arg(z1 : z2) �(arg z1� arg z2)(mod(2�)).� : �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ z1 = r1((cos �1 + i sin�1)), z2 = r2((cos�2 + i sin�2)) { ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´®°¬» § ¯¨±¨·¨±¥« z1 ¨ z2. �®£¤  z1 : z2 = jz1 : z2j (cos �+ i sin�) == r1 : r2�(cos�1 cos(��2)� sin�1 sin(��2)) + i(sin�1 cos(��2) + cos�1 sin(��2))� == r1 : r2((cos(�1 � �2) + i(sin�1 � �2)){ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´®°¬  § ¯¨±¨ z1 : z2. �®«³·¥­­®¥ ° ¢¥­±²¢® ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³. ��³±²¼ n 2 NN, z 2 IC. �¡®§­ ·¨¬ npz = �(cos + i sin ); z = r(cos�+ i sin�):�®£¤  �n = r; n = �+ 2k�; k 2 ZZ:�®½²®¬³ npz = npjzj(cos arg z + 2k�n + i sin arg z + 2k�n ); k = 0; 1; : : : ; n� 1: (1)�® ½²®© ´®°¬³«¥ ¨§¢«¥ª ¾²±¿ ª®°­¨ ±²¥¯¥­¨ n ¨§ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«. �®£« ±­® (1) ¨¬¥¥²±¿ °®¢­® n ° §«¨·­»µª®°­¥© ¨§ ·¨±«  z.�¯°¥¤¥«¨¬ ¯®ª § ²¥«¼­³¾ ´³­ª¶¨¾  °£³¬¥­²  z = x+ iy 2 IC ¯® ¯° ¢¨«³ex+iy = ex(cos y + i sin y): (2)� ª § ¤ ­­ ¿ ¯®ª § ²¥«¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ª®¬¯«¥ª±­®£®  °£³¬¥­²  ±®µ° ­¿¥² ±¢®¥ £« ¢­®¥ ±¢®©±²¢®ez1+z2 = ez1ez2 ; z1; z2 2 IC:�®«³·¨¢¸ ¿±¿ ´³­ª¶¨¿ ¯¥°¨®¤¨·­  ± ¬­¨¬»¬ ®±­®¢­»¬ ¯¥°¨®¤®¬ 2�i. �®°¬³«  (2) ¯°¨ x = 0 ­®±¨² ±¯¥¶¨ «¼­®¥­ §¢ ­¨¥ { ´®°¬³«  �©«¥° : eiy = cos y + i sin y: (3)�­  § ¬¥· ²¥«¼­  ¥¹¥ ¨ ²¥¬, ·²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥­  ¨§ ±° ¢­¥­¨¿ °¿¤®¢ �¥©«®°  «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¥© (3).� ²¥°¬¨­ µ ¯®ª § ²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¨ ª®¬¯«¥ª±­®£® ¯¥°¥¬¥­­®£® ¨±¯®«¼§³¾² ² ª¦¥ ² ª ­ §»¢ ¥¬®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥« ¢ ¯®ª § ²¥«¼­®© ´®°¬¥z = jzjeiarg z = jzjeiarg z+2�k; k 2 ZZ (4)�®°¬³«  (3) ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¨ ¤«¿ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨© ­  ª®¬¯«¥ª±­»¥·¨±« ,   ´®°¬³«  (4) { ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© ±²¥¯¥­¨ ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±« .������ 2.3. �­®£®·«¥­». �¥®°¥¬  �¥§³. �±­®¢­ ¿ ²¥®°¥¬   «£¥¡°». � §«®¦¥­¨¥ ¬­®£®·«¥­  ­  «¨­¥©­»¥ ¬­®-¦¨²¥«¨ ¢ ¯®«¥ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«. �°®±²»¥ ¨ ª° ²­»¥ ª®°­¨ ¬­®£®·«¥­ . � §«®¦¥­¨¥ ¬­®£®·«¥­  ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼-­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ­  «¨­¥©­»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·­»¥ ¬­®¦¨²¥«¨. � ¶¨®­ «¼­»¥ ´³­ª¶¨¨. �¥«¥­¨¥ ¬­®£®·«¥­®¢,¢»¤¥«¥­¨¥ ¶¥«®© · ±²¨ ° ¶¨®­ «¼­®© ´³­ª¶¨¨. �° ¢¨«¼­»¥ ° ¶¨®­ «¼­»¥ ´³­ª¶¨¨, ¨µ ° §«®¦¥­¨¥ ­  ¯°®±²¥©¸¨¥.5



�­®£®·«¥­» ( «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥) ¯¥°¥¬¥­­®© x 2 IR ®²­®±¿² ª ·¨±«³ ¯°®±²¥©¸¨µ ´³­ª¶¨© ®¤­®© ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®©¯¥°¥¬¥­­®©. �¡¹¨© ¢¨¤ ² ª®© ´³­ª¶¨¨ ±«¥¤³¾¹¨©:p(x) = a0xm + a1xm�1 + � � �+ am�1x+ am; (1)£¤¥ m 2 NN, ª®½´´¨¶¨¥­²» a0; a1; : : : ; am 2 IR { ¯®±²®¿­­»¥ ·¨±« , a0 6= 0 (¬­®£®·«¥­ ±²¥¯¥­¨ m). �¥ ®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥-«¥­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¢±¿ ·¨±«®¢ ¿ ®±¼, ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨© { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ ·¨±« . �¤­ ª® ¯®±«¥ ²®£® ª ª ¬» ° ±±¬®²°¥«¨¯®­¿²¨¥ ª®¬¯«¥ª±­®£® ·¨±« , ±² ­®¢¨²±¿ ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ° ±¯°®±²° ­¨²¼ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ (1) ­  ¬­®¦¥-±²¢® IC ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«. �°¨ ½²®¬ ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨© (1) ±² ­®¢¨²±¿ ¬­®¦¥±²¢® IC,   ± ¬¨ ¬­®£®·«¥­» ¨­®£¤ ­ §»¢ ¾² ´³­ª¶¨¿¬¨ ª®¬¯«¥ª±­®© ¯¥°¥¬¥­­®© z. �«¥¤³¾¹¨© ¸ £, ª®²®°»© ­¥®¡µ®¤¨¬® ±¤¥« ²¼ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨¬­®£®·«¥­ , { ° ±¸¨°¨²¼ ®¡« ±²¼ § ¤ ­¨¿ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ a0; a1; : : : ; am ± IR ­  ¬­®¦¥±²¢® IC. �°¨ ² ª®¬ ° ±¸¨°¥­¨¨¨­®£¤  ±² ° ¾²±¿ ®¡®§­ · ²¼ ª ª¨¥ ±®¡±²¢¥­­® ¬­®£®·«¥­» ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢ ²®© ¨«¨ ¨­®© § ¤ ·¥, ¯°¨¢«¥ª ¿ ¤«¿½²®£® ®¡®§­ ·¥­¨¿:¬­®£®·«¥­ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®£® ¯¥°¥¬¥­­®£® ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨,¬­®£®·«¥­ ª®¬¯«¥ª±­®£® ¯¥°¥¬¥­­®£® ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨,¬­®£®·«¥­ ª®¬¯«¥ª±­®£® ¯¥°¥¬¥­­®£® ± ª®¬¯«¥ª±­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¨ ². ¯.�±­®¢­ ¿ § ¤ · , ± ª®²®°®© ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ¯°¨ ° ¡®²¥ ±  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬¨ ¬­®£®·«¥­ ¬¨, { ½²® § ¤ ·  ¯®¨±ª ª®°­¥© ½²®£® ¬­®£®·«¥­ . �®°­¥¬  «£¥¡° ¨·¥±ª®£® ¬­®£®·«¥­  p(z) ¢¨¤  (1) ­ §»¢ ¾² ·¨±«® z0 2 IC, ¤«¿ ª®²®°®£®p(z0) = 0. �±«¨ ³¤ ¥²±¿ ­ ©²¨ ² ª®¥ z0, ²® ¨±µ®¤­»© ¬­®£®·«¥­ (1) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­ ¢ ¢¨¤¥p(z) = q(z) � (z � z0); (2)£¤¥ q(z) = b0zm�1+b1zm�2+ � � �+bm�1 { ¬­®£®·«¥­ ±²¥¯¥­¨ (m�1) ± ª®¬¯«¥ª±­»¬¨, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨.�®§¬®¦­®±²¼ ² ª®© § ¯¨±¨ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ µ®°®¸® ¨§¢¥±²­»¬  «£®°¨²¬®¬ ¤¥«¥­¨¿ ¬­®£®·«¥­  p(z) ­  «¨­¥©­»©¬­®£®·«¥­ (z � z0) "¢ ±²®«¡¨ª". � ½²¨¬  «£®°¨²¬®¬ ²¥±­® ±¢¿§ ­  ²¥®°¥¬  "®¡ ®±² ²ª¥" ¤¥«¥­¨¿ ¬­®£®·«¥­  p(z) ­ ¯°®¨§¢®«¼­»© «¨­¥©­»© ¬­®£®·«¥­ (z � z1):�¥®°¥¬  1. (�¥§³) �±² ²®ª ®² ¤¥«¥­¨¿ ¬­®£®·«¥­  p(z) ±²¥¯¥­¨ m ¨§ (1) ­  (z � z1) ° ¢¥­ p(z1). �²® ¢ ²®·­®±²¨®§­ · ¥², ·²® p(z)z � z1 = r(z) + p(z1)z � z1 ;£¤¥ r(z) { ­¥ª®²®°»© ¬­®£®·«¥­ ±²¥¯¥­¨ (m � 1).�: � ±±¬®²°¨¬ ° §­®±²¼ p(z)� p(z1) = a0(zm � zm1 ) + a1(zm�1 � zm�11 ) + � � �+ am�1(z � z1): (3)�§ ½²®£® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ¢¨¤­®, ·²® ®²­®¸¥­¨¥ (p(z)�p(z1))=(z� z1) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª ±³¬¬  ¤°®¡¥© (zk� zk1 )=(z� z1)± ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ak, k = 0; : : : ;m � 1. �§ ´®°¬³«» ¤«¿ ±³¬¬» ¯¥°¢»µ ·«¥­®¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨ (¨«¨¯°®¢¥°¨¢ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®) «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ° ¢¥­±²¢®zk � zk1z � z1 = zk�11 + zk�21 z + zk�31 z2 + � � �+ z21zk�3 + z1zk�2 + zk�1; k > 1; k 2 NN: (4)�®±«¥ ¯®¤±² ­®¢®ª (4) ¢ (p(z) � p(z1))=(z � z1) ¯®«³·¨¬, ·²®r(z) = p(z) � p(z1)z � z1{ ¬­®£®·«¥­ ±²¥¯¥­¨ (m � 1), ·²® ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³. ��¤­®© ¨§ ®±­®¢­»µ ¤«¿ ¬­®£®·«¥­®¢ ¿¢«¿¥²±¿�¥®°¥¬  2. (®±­®¢­ ¿ ²¥®°¥¬   «£¥¡°») �±¿ª¨©  «£¥¡° ¨·¥±ª¨© ¬­®£®·«¥­ (1) ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ª®°¥­¼ ­  ¬­®¦¥-±²¢¥ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«. (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ).�°¨¬¥­¿¿ ¯®¯¥°¥¬¥­­® ½²®² °¥§³«¼² ² ¨ ° §«®¦¥­¨¥ (2) ¯®«³·¨¬�«¥¤±²¢¨¥. �±¿ª¨©  «£¥¡° ¨·¥±ª¨© ¬­®£®·«¥­ (1) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­ ¢ ¢¨¤¥p(z) = a0(z � z1) � (z � z2) � � � � � (z � zm); (5)£¤¥ z1; z2; : : : ; zm 2 IC { m ª®°­¥© ¬­®£®·«¥­  p(z), ±°¥¤¨ ª®²®°»µ ¬®£³² ¡»²¼ ¨ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥. � ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥­ §»¢ ¥²±¿ ° §«®¦¥­¨¥¬ ­  «¨­¥©­»¥ ¬­®¦¨²¥«¨ ¬­®£®·«¥­  p(z) ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«.�°¥®¡° §³¥¬ (5), £°³¯¯¨°³¿ ®¤¨­ ª®¢»¥ ±®¬­®¦¨²¥«¨, ¥±«¨ ² ª¨¥ ­ ©¤³²±¿:p(z) = a0(z � z1)m1 � (z � z2)m2 � : : :6



� ½²®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨ ª®°¥­¼ ± ¨­¤¥ª±®¬ j ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²»¬, ¥±«¨ mj = 1 ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ª° ²­»¬, ¥±«¨ mj > 1.�­®£¤  ² ª®© ª®°¥­¼ ­ §»¢ ¾² ¥¹¥ ª®°­¥¬ ª° ²­®±²¨ mj .�¤¥« ¥¬ ¢ ¦­®¥ § ¬¥· ­¨¥ ® ° §«®¦¥­¨¨ ­  ¬­®¦¨²¥«¨ ¬­®£®·«¥­  (1) ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨. �±«¨¢±¥ ª®°­¨ (1) ®ª § «¨±¼ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨, ²® (5) { ° §«®¦¥­¨¥ (1) ­  «¨­¥©­»¥ ¬­®¦¨²¥«¨ ¬­®£®·«¥­  p(z) ¢ ¯°®-±²° ­±²¢¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ±°¥¤¨ ª®°­¥© (1) ¨¬¥¾²±¿ ª®¬¯«¥ª±­»¥ ¨ z1 { ®¤¨­ ¨§ ­¨µ. �®£¤ p(z1) = 0:� ª ª ª p(z) { ¬­®£®·«¥­ ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨, ²® ¯® ¯° ¢¨« ¬ ¤¥©±²¢¨© ± ª®¬¯«¥ª±­»¬¨ ·¨±« ¬¨0 = �0 = p(z1) = a0zm1 + a1zm�11 + � � �+ am�1z1 + am = a0(�z1)m + a1(�z1)m�1 + � � �+ am�1�z1 + am:�®½²®¬³ p(�z1) = 0 ¨ �z1 { ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®°­¥¬ ¬­®£®·«¥­  (1). �²® ®§­ · ¥², ·²® p(z) ¤¥«¨²±¿ ¡¥§ ®±² ²ª  ­ ª¢ ¤° ²­»© ²°¥µ·«¥­ s(x) = (x� z1)(x � �z1) = x2 � (2Re z1)x+ jz1j2± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ 1, �2Re z1, jz1j2. �°¨¬¥­¿¿  «£®°¨²¬ ¤¥«¥­¨¿ ¬­®£®·«¥­  p(x) ¨§ (1) ­  s(x) "¢±²®«¡¨ª" ¯®«³·¨¬, ·²® p(x) = s(x) � r(x), £¤¥ r(x) { ¬­®£®·«¥­ ±²¥¯¥­¨ (m � 2) ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨.�®¢²®°¿¿ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ­¥±ª®«¼ª® ° § ¬» ¯°¨©¤¥¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ °¥§³«¼² ²³�¥®°¥¬ . �±¿ª¨© ¬­®£®·«¥­ p(x), a0 = 1, ¢¨¤  (1) ± ¢¥¹¥±²¢¥­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥«¨­¥©­»µ ±®¬­®¦¨²¥«¥© ¢¨¤  (x�a), a 2 IR, ¨«¨ ª¢ ¤° ²¨·­»µ ±®¬­®¦¨²¥«¥© ¢¨¤  (x2+ax+ b), a; b 2 IR, a2�4b < 0.�°¨ ½²®¬ ±°¥¤¨ ² ª¨µ ±®¬­®¦¨²¥«¥© ¬®£³² ¡»²¼ ¨ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥.�®¢®ª³¯­®±²¼  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¬­®£®·«¥­®¢ ±²¥¯¥­¨ ­¥ ¢»¸¥ m ¯°¨­¿²® ®¡®§­ · ²¼ ±¨¬¢®«®¬ Pm. �¨¬¢®«®¬Rm;n, m;n 2 ZZ+, ¯°¨­¿²® ®¡®§­ · ²¼ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¤°®¡¥© ¢¨¤  p(x)=q(x), p(x) 2 Pm, q(x) 2 Pn. �²  ° ¶¨®­ «¼­ ¿¤°®¡¼ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯° ¢¨«¼­®©, ¥±«¨ m < n. �­  ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®©, ¥±«¨ ¬­®£®·«¥­» p(x), q(x) ¿¢«¿¾²±¿¬­®£®·«¥­ ¬¨ ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨. � ¶¨®­ «¼­»¥ ¤°®¡¨ ¢¨¤ A(x� a)k ; Mx+N(x2 + ux+ v)s ;£¤¥ k; s 2 NN, A;M;N 2 IR, a; u; v 2 IR, u2 � 4v < 0, ­ §»¢ ¾²±¿ ½«¥¬¥­² °­»¬¨ ¤°®¡¿¬¨.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ p(x)=q(x) { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­ ¿ ¤°®¡¼ ¨§ Rm;n, p(x) ¨ q(x) ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¬­®¦¨²¥«¥©.�±«¨ ®­  ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯° ¢¨«¼­®©, ²®, ®±³¹¥±²¢«¿¿ ¤¥«¥­¨¥ ¬­®£®·«¥­  p(x) ­  q(x), ¯°¨¢¥¤¥¬ ¥¥ ª ¢¨¤³p(x)=q(x) = r(x) + p1(x)=q(x);£¤¥ r(x) { ¬­®£®·«¥­, p1(x)=q(x) { ¯° ¢¨«¼­ ¿ ° ¶¨®­ «¼­ ¿ ¤°®¡¼ (¬­®£®·«¥­ p1(x) ¯°¨ ½²®¬ ­ §»¢ ¾² ®±² ²ª®¬®² ¤¥«¥­¨¿). �³±²¼ a { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»© ª®°¥­¼ ª° ²­®±²¨ k ¬­®£®·«¥­  q(x) = (x � a)kq1(x). �®£¤  ¤«¿ ­¥ª®²®°®£®A 2 IR p1(x)(x� a)kq1(x) = A(x� a)k + p2(x)(x� a)k�1q1(x) (6)¨ ¢ ½²®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨ p2(x)(x�a)k�1q1(x) { ¯° ¢¨«¼­ ¿ ° ¶¨®­ «¼­ ¿ ¤°®¡¼. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ª ª®¢® ¡» ­¨ ¡»«® A 2 IRp1(x)(x� a)kq1(x) = A(x � a)k + p1(x)� Aq1(x)(x� a)kq1(x)¨ p1(x)�Aq1(x)(x�a)kq1(x) { ¯° ¢¨«¼­ ¿ ¤°®¡¼. �»¡¥°¥¬ A = p1(a)=q1(a). �®£¤  ·¨±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ¤°®¡¨ p1(x)�Aq1(x)(x�a)kq1(x) ¨¬¥¾²®¡¹¨© ¬­®¦¨²¥«¼ (x� a) (¨, ¡»²¼ ¬®¦¥², ¤°³£¨¥), ·²® ¤®ª §»¢ ¥² (6).�³±²¼ ²¥¯¥°¼ q(x) = (x2 + ux+ v)sq1(x). �®£¤ p1(x)(x2 + ux+ v)sq1(x) = Mx+ N(x2 + ux+ v)s + p2(x)(x2 + ux+ v)s�1q1(x) (7)¨ ¢ ½²®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨ p2(x)(x2+ux+v)s�1q1(x) { ¯° ¢¨«¼­ ¿ ° ¶¨®­ «¼­ ¿ ¤°®¡¼. �®ª § ²¥«¼±²¢® (7) ¯°®¢®¤¨²±¿ ¯® ²®©¦¥ ±µ¥¬¥, ·²® ¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® (6). (6) ¨ (7) ¢ ±®¢®ª³¯­®±²¨ ¯®§¢®«¿¾² ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ² ª®© °¥§³«¼² ²�¥®°¥¬  3. �±¿ª ¿ ¯° ¢¨«¼­ ¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­ ¿ ¤°®¡¼ ° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ­  ±³¬¬³ ½«¥¬¥­² °­»µ ¤°®¡¥©.�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ ½²®© ²¥®°¥¬». �³±²¼p(x)q(x) = 2x� 7(x + 2)2(x2 + x+ 1)3 :7



�®£¤  2x� 7(x+ 2)2(x2 + x+ 1)3 = A1(x+ 2)2 + A2x+ 2 + M1x+ N1(x2 + x+ 1)3 + M2x+ N2(x2 + x+ 1)2 + M3x+N3x2 + x+ 1 : (8)�²®¡» ­ ©²¨ ­¥¨§¢¥±²­»¥ A1, A2, M1; N1, M2; N2, M3; N3 ¨§ IR, ¯° ¢³¾ · ±²¼ ½²®£® ° ¢¥­±²¢  ¯°¨¢®¤¿² ª ®¡¹¥¬³§­ ¬¥­ ²¥«¾ ¨ ° ±ª°»¢ ¾² ±ª®¡ª¨ ¢ ·¨±«¨²¥«¥. �®±«¥ ½²®£® ¢»¯¨±»¢ ¾² ±¨±²¥¬³ «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ­  A1, A2,M1, N1, M2, N2, M3, N3, ¯®«³· ¾¹³¾±¿ ¯°¨° ¢­¨¢ ­¨¥¬ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ¯°¨ ®¤¨­ ª®¢®© ±²¥¯¥­¨ ¯¥°¥¬¥­­®© x ¢·¨±«¨²¥«¿µ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¨ (8). �®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 3 ½²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² °¥¸¥­¨¥. �§«®¦¥­­»© ¬¥²®¤ ­ µ®¦¤¥­¨¿¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ (8) (¨ ¥¬³ ¯®¤®¡­»¥) ­®±¿² ­ §¢ ­¨¥ ¬¥²®¤  ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»µ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢. � ¬® ¦¥ ° §«®¦¥­¨¥¤°®¡¨ ­  ½«¥¬¥­² °­»¥ ¨£° ¥² ¢ ¦­³¾ °®«¼ ¯°¨ ­ µ®¦¤¥­¨¨ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¨­²¥£° «®¢ ®² ° ¶¨®­ «¼­»µ ´³­ª¶¨©.������ 2.4. �­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯°®±²¥©¸¨µ ¨ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ¯° ¢¨«¼­»µ ¤°®¡¥©. �­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ° -¶¨®­ «¼­»µ ´³­ª¶¨©. �­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¤°®¡­®-«¨­¥©­»µ ¨°° ¶¨®­ «¼­®±²¥©.� ¯®¬¨­ ­¨¥. � ¯°®¸«»© ° § ¡»«  ³±² ­®¢«¥­  ²¥®°¥¬  ® ²®¬, ·²® ¢±¿ª ¿ ¯° ¢¨«¼­ ¿ ° ¶¨®­ «¼­ ¿ ¤°®¡¼ ¬®¦¥²¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­  ª ª ±³¬¬  ½«¥¬¥­² °­»µ. �«¥¬¥­² °­»¬¨ ¡»«¨ ­ §¢ ­» ¤°®¡¨ ¢¨¤ A(x� a)k ; Mx+N(x2 + ux+ v)s ;£¤¥ k; s 2 NN, A;M;N 2 IR, a; u; v 2 IR, u2 � 4v < 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ­ µ®¦¤¥­¨¥ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° «  ®² ¯°®¨§-¢®«¼­®© ° ¶¨®­ «¼­®© ¤°®¡¨ ±¢®¤¨²±¿ ª ­ µ®¦¤¥­¨¾ ¨­²¥£° «  ®² ¯° ¢¨«¼­®© · ±²¨ ¤°®¡¨ (². ¥. ®² ¬­®£®·«¥­ ) ¨®² ª ¦¤®© ¨§ ½«¥¬¥­² °­»µ ¤°®¡¥© ¯® ®²¤¥«¼­®±²¨.�­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¬­®£®·«¥­®¢ ¨ ½«¥¬¥­² °­®© ¤°®¡¨ ¢¨¤  A(x�a)k ­¥ ¢»§»¢ ¥² § ²°³¤­¥­¨©. � ª, ¥±«¨ k 6= 1, ²®Z A(x� a)k dx = Z A(x� a)k d(x� a) = � A(k � 1)(x� a)k�1 +C;¥±«¨ k = 1, ²® Z Ax� a dx = A ln jx� aj+ C:�­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ½«¥¬¥­² °­®© ¤°®¡¨ ¢¨¤  Mx+N(x2+ux+v)s ¯°®¢®¤¿² ¢ ­¥±ª®«¼ª® ½² ¯®¢. �­ · « , ¤«¿ ³¯°®¹¥­¨¿,¢»¤¥«¿¾² ¯®«­»© ª¢ ¤° ² ¢ §­ ¬¥­ ²¥«¥ ¤°®¡¨ ¨ ¤¥« ¾² § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­®©:Z Mx+ N(x2 + ux+ v)s dx = Z M (x+ u=2) + (N �Mu=2)�(x+ u=2)2 + (v � u2=4)�s d(x+ u=2) = Z M1t+ N1(t2 + v1)s dt;£¤¥ t = (x + u=2) { ­®¢ ¿ ­¥§ ¢¨±¨¬ ¿ ¯¥°¥¬¥­­ ¿, M1 = M , N1 = (N �Mu=2), v1 = (v � u2=4) > 0 { ®¡®§­ ·¥­¨¿ª®½´´¨¶¨¥­²®¢, ±¤¥« ­­»¥ ¤«¿ ±®ª° ¹¥­¨¿ ¢»ª« ¤®ª. �®«³·¥­­³¾ ¤°®¡¼ ° §¤¥«¿¾² ­  ¤¢¥ ¨ ª ¦¤³¾ ¨­²¥£°¨°³¾²®²¤¥«¼­®. �­²¥£° « ®² ¯¥°¢®© ¨§ ­¨µ «¥£ª® ±¢®¤¨²±¿ ª ² ¡«¨·­®¬³:Z M1t(t2 + v1)s dt = Z (M1=2)(t2 + v1)s d(t2 + v1):�±«¨ s = 1, ²® ¨­²¥£° « ®² ¢²®°®© ¤°®¡¨ ¿¢«¿¥²±¿ ² ¡«¨·­»¬. �«³· © s > 1 ±¢®¤¨²±¿ ª ±«³· ¾ s = 1 ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­»¬ ³¬¥­¼¸¥­¨¥¬ ¯ ° ¬¥²°  s:I(s) = Z 1(t2 + v1)s dt = 1v1 Z v1 + t2 � t2(t2 + v1)s dt = 1v1 �I(s � 1)� Z t2(t2 + v1)s dt�:�°¥®¡° §³¥¬ ¯®±«¥¤­¨© ¨§ ¯®«³·¥­­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¬¥²®¤®¬ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬:Z t2(t2 + v1)s dt = Z t2(t2 + v1)s dt2 = Z �t2(s� 1) d 1(t2 + v1)s�1 = � 12(s � 1)( t(t2 + v1)s�1 � I(s � 1)):� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¢»·¨±«¥­¨¥ I(s) ±¢¥«®±¼ ª ¢»·¨±«¥­¨¾ I(s � 1). �®±«¥ ®ª®­· ²¥«¼­®£® ¢»° ¦¥­¨¿ ¨­²¥£° «  ¢ ½«¥-¬¥­² °­»µ ´³­ª¶¨¿µ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¨§¢¥±²¨ ®¡° ²­³¾ § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­®©: ¯®¤±² ¢¨²¼ ¢¬¥±²® t ¢¥«¨·¨­³ (x+ u=2).� ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ·¥²»°¥ ¢¨¤  ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¨­²¥£° «®¢, ®²­®±¿¹¨µ±¿ ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ¨­²¥£° «®¢ ®² ° ¶¨®­ «¼-­»µ ´³­ª¶¨© ¨ ¯°®±²¥©¸¨µ ¨°° ¶¨®­ «¼­®±²¥©. �¥°¢»© ¯°¨¬¥°:Z dxp2x� 1� 4p2x� 1 = ==2x� 1 = t4== = Z 2t3 dtt2 � t = 2 Z (t+ 1 + 1t� 1)dt =8



= (t + 1)2 + 2 ln jt� 1j+C = ( 4p2x� 1 + 1)2 + ln( 4p2x� 1� 1)2 +C:� ±±¬®²°¥­­»© ¨­²¥£° « ®²­®±¨²±¿ ª ¨­²¥£° « ¬ ¢¨¤ Z R�x;�ax+ bcx+ d�p1=q1 ;�ax+ bcx+ d�p2=q2 ; : : :� dx;R [x; y; z; : : :] { ´³­ª¶¨¿, ° ¶¨®­ «¼­® § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ª ¦¤®£® ¨§ ±¢®¨µ  °£³¬¥­²®¢ x; y; z; : : : ¯® ®²¤¥«¼­®±²¨,p1; q1; p2; q2; : : :2 NN. �«¿ ¢§¿²¨¿ ¨­²¥£° «  ¨±¯®«¼§³¾² § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­®©ax+ bcx+ d = tn;n { ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ ®¡¹¥¥ ª° ²­®¥ q1; q2; : : : � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³· ¾² ¨­²¥£° « ®² ­¥ª®²®°®© ° ¶¨®­ «¼­®© ´³­ª¶¨¨¯¥°¥¬¥­­®© t. �­²¥£° «» Z pn(x)pax2 + bx+ c dx;pn 2 Pn { § ¤ ­­»© ¬­®£®·«¥­, ¢»·¨±«¿¾², ¯®«¼§³¿±¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥¬Z pn(x)pax2 + bx+ c dx = qn�1(x)pax2 + bx+ c+ � Z dxpax2 + bx+ c ;qn�1 2 Pn�1, � { ­¥¨§¢¥±²­»¥ ¬­®£®·«¥­ ¨ ·¨±«®, ª®²®°»¥ ¬®¦­® ­ ©²¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥¬ ¢»¯¨± ­­®© ´®°¬³«».�®±«¥ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ qn�1 ¨ �, § ¤ ·  ±¢®¤¨²±¿ ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ² ¡«¨·­®£® ¯® ±³²¨ ¨­²¥£° « . �­²¥£° «»Z dx(x� �)npax2 + bx+ c ; n 2 NN;¯°¨¢®¤¿² ª ¨­²¥£° « ¬ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¢¨¤ , ¯®«¼§³¿±¼ ¯®¤±² ­®¢ª®© 1x�� = t. �­²¥£° «» ®² ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ¡¨­®¬®¢ Z xm(a+ bxn)p dx;m; n; p { ° ¶¨®­ «¼­»¥ ·¨±« . �±«®¢¨¿, ¯°¨ ª®²®°»µ ½²¨ ¨­²¥£° «» ¢»° ¦ ¾²±¿ ¢ ½«¥¬¥­² °­»µ ´³­ª¶¨¿µ, ¡»«¨¯®«³·¥­» °³±±ª¨¬ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¬ �.�. �¥¡»¸¥¢»¬ ¨ ­®±¿² ¥£® ¨¬¿:1. p { ¶¥«®¥.2. m+1n { ¶¥«®¥. �®¤±² ­®¢ª  a+ bxn = ts, s { §­ ¬¥­ ²¥«¼ p, ±¢®¤¨² ¨­²¥£° « ª ¨§¢¥±²­»¬.3. m+1n + p { ¶¥«®¥. �±¯®«¼§³¥²±¿ ¯®¤±² ­®¢ª  ax�n + b = ts, s { §­ ¬¥­ ²¥«¼ p.4. �°³£¨¥ ±®®²­®¸¥­¨¿ ¬¥¦¤³m, n ¨ p ¯°¨¢®¤¿² ª ¨­²¥£° « ¬, ª®²®°»¥ ­¥«¼§¿ ¢»° §¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥·­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¨½«¥¬¥­² °­»µ ´³­ª¶¨©.������ 2.6. � ¤ ·¨, ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ¯®­¿²¨¾ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° « . �¯°¥¤¥«¥­­»© ¨­²¥£° «, ¥£® ±¢®©±²¢ .�­²¥£°¨°³¥¬®±²¼ ­¥¯°¥°»¢­»µ, ª³±®·­®-­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨©. �®°¬³«  �¼¾²®­ -�¥©¡­¨¶ , ¥¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¤«¿¢»·¨±«¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¨­²¥£° «®¢.�³±²¼ f(x) 2 C[a; b] { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿, a < b. �­²¥£° «¼­®© ±³¬¬®© Sn(f; a; b), n 2 NN, ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼Sn(f; a; b) = 1n Xin2[a;b]; i2ZZ f � in�(¯°¨ ½²®¬ ±·¨² ¥¬, ·²® ±³¬¬  ¯® ¯³±²®¬³ ­ ¡®°³ ¨­¤¥ª±®¢ ° ¢­  ­³«¾). �·¨² ¥¬ ² ª¦¥, ·²® Sn(f; b; a) = �Sn(f; a; b).�®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ­  [a; b] ´³­ª¶¨¨ f ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±¥« Sn(f; a; b), n 2 NN, ¿¢«¿¥²±¿±µ®¤¿¹¥©±¿. �¥ ¯°¥¤¥« ¯°¨­¨¬ ¾² §  §­ ·¥­¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° «  f ¯® ®²°¥§ª³ [a; b]Z ba f(t) dt = limn!1Sn(f; a; b):�³±²¼ ²¥¯¥°¼ c { ¢­³²°¥­­¿¿ ²®·ª  ¨­²¥°¢ «  (a; b). �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¤«¿ «¾¡®£® n 2 NN ¢¥«¨·¨­» Sn(f; a; b) ¨Sn(f; a; c) + Sn(f; c; b) ¨«¨ ±®¢¯ ¤ ¾², ¨«¨ ®²«¨· ¾²±¿ ­  ®¤­® ±« £ ¥¬®¥ ¢¨¤  1nf � in�. �®½²®¬³ ° §­®±²¼ Sn(f; a; b)�Sn(f; a; c)� Sn(f; c; b) ± °®±²®¬ n ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾. �²® ®§­ · ¥², ·²®Z ba f(t) dt = Z ±a f(t) dt + Z bc f(t) dt (1)9



(±¢®©±²¢®  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¯® ®²°¥§ª³ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿). �§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¥² ² ª¦¥, ·²®Z ba �f(t) dt = �Z ba f(t) dt; Z ba (f(t) + g(t)) dt = Z ba f(t) dt + Z ba g(t) dt; � 2 IR; g 2 C[a; b] (2)(±¢®©±²¢® «¨­¥©­®±²¨ ¨­²¥£° « ). �°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ f(t) 6 g(t) ¯°¨ ¢±¥µ t 2 [a; b], ²®Sn(f; a; b) 6 Sn(g; a; b) ¨, §­ ·¨², Z ba f(t) dt 6 Z ba g(t) dt (3)(±¢®©±²¢® ¬®­®²®­­®±²¨ ¨­²¥£° « ). �¥¯®±°¥¤±²¢¥­­»¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ (3) ¿¢«¿¥²±¿j Z ba f(t) dtj 6 Z ba jf(t)j dt: (30)�® ´³­ª¶¨¨ f ¯®±²°®¨¬ ­®¢³¾ ´³­ª¶¨¾F (x) = Z xa f(t) dt; x 2 (a; b]; F (a) = 0:�³±²¼ x0 2 [a; b]. � ±±¬®²°¨¬ ° §­®±²­®¥ ®²­®¸¥­¨¥F (x)� F (x0)x� x0 = 1x� x0 Z xx0 f(t) dt:�°®¢¥°¨¬, ·²® ¯°¥¤¥« ½²®£® ° §­®±²­®£® ®²­®¸¥­¨¿ ° ¢¥­ f(x0). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, § ¤ ¤¨¬±¿ ¯°®¨§¢®«¼­»¬ " > 0 ¨¯®¤¡¥°¥¬ � > 0 ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» jf(x) � f(x0)j < " ¥¤¢  «¨¸¼ jx� x0j < �. �®±ª®«¼ª³ R xx0 1 dt = x � x0, ²® ¤«¿jx� x0j < � j 1x� x0 Z xx0 f(t) dt � f(x0)j = j 1x� x0 Z xx0 (f(t) � f(x0)) dtj 6 1x� x0 Z xx0 jf(t)� f(x0)j dt < ":�¥¬ ± ¬»¬ ¬» ¯°®¢¥°¨«¨, ·²® F 0(x) = f(x) ¤«¿ ¢±¥µ x 2 [a; b] ¨ ·²® F { ®¤­  ¨§ ¯¥°¢®®¡° §­»µ ¤«¿ f . �³±²¼ F1 = F+d{ «¾¡ ¿ ¤°³£ ¿ ¯¥°¢®®¡° §­ ¿. �®£¤  Z ba f(t) dt = F1(b)� F1(a) = F1(t)���ba:�²  ´®°¬³«  ­ §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© �¼¾²®­ -�¥©¡­¨¶ .�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° «  ±¢¿§ ­ ± ¯®­¿²¨¥¬ ¯«®¹ ¤¨ ´¨£³°». � ±±¬®²°¨¬ ¯«®¹ ¤¼ S(x)¯¥°¥¬¥­­®© ª°¨¢®«¨­¥©­®© ²° ¯¥¶¨¨, ®£° ­¨·¥­­®© ±¢¥°µ³ ­¥¯°¥°»¢­®© ª°¨¢®© y = f(x) > 0, ±­¨§³ { ª®®°¤¨­ ²­®©®±¼¾ y = 0, ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢  { ¯°¿¬»¬¨ x = a ¨ x = b. �³±²¼ x ¯®«³· ¥² ¯°¨° ¹¥­¨¥ �x (¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¯³±²¼�x > 0). �®£¤  ¯«®¹ ¤¼ ¨§¬¥­¨²±¿ ­  ¢¥«¨·¨­³ �S, ®£° ­¨·¥­­®© ¤³£®© ª°¨¢®© y = f(x), ¯°¿¬»¬¨ y = 0, x = x0 ¨x = x0 +�x. �° ¢­¨¢ ¿ ¯«®¹ ¤¨ ¯®«³·¨¬ ­¥° ¢¥­±²¢ m�x 6 �S 6M�x; m = minx2[x0;x0+�x] f(x); M = maxx2[x0;x0+�x] f(x)(¥±«¨ �x < 0, §­ ª¨ ­¥° ¢¥­±²¢ ¡³¤³² ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»). �°¨ �x! 0 §­ ·¥­¨¿ m ¨M ±²°¥¬¿²±¿ ª f(x0). �® ²¥®°¥¬¥®¡ ®£° ­¨·¥­­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ S0(x0) = f(x0).� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¯°¥¤¥«¥­­»© ¨­²¥£° « ®² ­¥¯°¥°»¢­®© ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¨ ¯°¨ a 6 b ° ¢¥­ ¯«®¹ ¤¨±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª°¨¢®«¨­¥©­®© ²° ¯¥¶¨¨. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯«®¹ ¤¼ ª°¨¢®«¨­¥©­®© ²° ¯¥¶¨¨ ° ¢­ Z ba jf(t)j dt:�¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° «  ° ±±¬®²°¨¬ ­  ¯°¨¬¥°¥ ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¨: �­ ¿ ±ª®°®±²¼ v = v(t) > 0¯°¿¬®«¨­¥©­®£® ¤¢¨¦¥­¨¿ ²®·ª¨, ­ ©²¨ ¯°®©¤¥­­»© ¥¾ ¯³²¼ §  ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥­¨ 0 6 t 6 T . �®±¯®«¼§³¥¬±¿´®°¬³«®© v(t) = x0(t), £¤¥ x(t) { ³° ¢­¥­¨¥ ¤¢¨¦¥­¨¿ ²®·ª¨ ¯® ®±¨ Ox. �®£¤ s = x(T )� x(0) = Z T0 v(t) dt: (4)10



�±«¨ ±ª®°®±²¼ ¬¥­¿¥² §­ ª, ²® ½²  ´®°¬³«  ¤ ¥² «¨¸¼ ¨§¬¥­¥­¨¥  ¡±¶¨±±» ²®·ª¨ §  ¢°¥¬¿ T . �²®¡» ­ ©²¨ ¯°®©-¤¥­­»© ¯³²¼ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² Z T0 jv(t)j dt:�§ ´®°¬³«» (4) «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ § ª®­ ¤¢¨¦¥­¨¿ ²®·ª¨x(T ) = x(0) + Z T0 v(t) dt:�¥®°¥¬  (® ±°¥¤­¥¬). �¯°¥¤¥«¥­­»© ¨­²¥£° « ®² ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨ ° ¢¥­ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¤«¨­» ¯°®¬¥¦³²ª ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ­  §­ ·¥­¨¥ ¯®¤»­²¥£° «¼­®© ´³­ª¶¨¨ ¢ ¯°®¬¥¦³²®·­®© ²®·ª¥.� : �°¨¬¥­¿¥¬ ´®°¬³«³ �¼¾²®­ -�¥©¡­¨¶  ¨ ²¥®°¥¬³ ® ±°¥¤­¥¬ ¤«¿ ¯¥°¢®®¡° §­®© F (x)Z ba f(t) dt = F (b)� F (a) = (b� a)F 0(c) = (b� a)f(c): ��¨±«® f(c) = � ¨§ ½²®© ²¥®°¥¬» ¨­®£¤  ­ §»¢ ¾² ±°¥¤­¨¬ §­ ·¥­¨¥¬ ´³­ª¶¨¨ f ­  [a; b]� = 1b� a Z ba f(t) dt:�®­¿²¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° «  ¥±²¥±²¢¥­­® ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ­  ª³±®·­®-­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨. � ª ­ §»-¢ ¾² ´³­ª¶¨¨ ¨«¨ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ­  [a; b], ¨«¨ ¨¬¥¾¹¨¥ ­  [a; b] ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ²®·¥ª ° §°»¢  ¯¥°¢®£® °®¤ . �¯°¥¤¥-«¥­¨¥ ¨ ±¢®©±²¢  ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° «  ¯®«­®±²¼¾ ­  ­¨µ ¯¥°¥­®±¿²±¿.������ 2.7. � ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­®© ¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯® · ±²¿¬ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ¨­²¥£° «¥. �°¨¬¥­¥­¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­-­®£® ¨­²¥£° «  ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ¯«®¹ ¤¥© ¯«®±ª¨µ ´¨£³°. �«¨­  ¤³£¨ ª°¨¢®© ¨ ¥¥ ¢»·¨±«¥­¨¥. �»·¨±«¥­¨¥ ®¡º¥¬®¢²¥«.�³±²¼ f; g 2 C1[a; b], a < b. �®£¤ , ª ª ¨§¢¥±²­®, ±¯° ¢¥¤«¨¢  ´®°¬³«  ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬Z fg0 dt = f � g � Z gf 0 dt;±¢¿§»¢ ¾¹ ¿ ¯¥°¢®®¡° §­»¥ ´³­ª¶¨© g0f ¨ f 0g. �® ´®°¬³«¥ �¼¾²®­ -�¥©¡­¨¶   ­ «®£¨·­®¥ ° ¢¥­±²¢® ±¯° ¢¥¤«¨¢®¨ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° « : Z ba fg0 dt = (f � g)��ba � Z ba gf 0 dt;² ª¦¥ ­ §»¢ ¥¬®¥ ´®°¬³«®© ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬.�­ «®£¨·­® ¯®«³· ¾² ¯° ¢¨«® § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­®©. �³±²¼ f 2 C[a; b], � : [c; d]! [a; b] { ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨-°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿, �(c) = a, �(d) = b. �®£¤  Z f(t) dt = Z f(�(x))�0(x) dx¨ ¨­²¥£° « ±«¥¢  { ¯¥°¢®®¡° §­ ¿ ¤«¿ f(t) ­  [a; b], ±¯° ¢  { ¯¥°¢®®¡° §­ ¿ ¤«¿ f(�(x))�0(x) ­  [c; d]. � § ±®¢¯ ¤ ¾²§­ ·¥­¨¿ ¯¥°¢®®¡° §­»µ, ²® ±®¢¯ ¤ ¾² ¨ ¨µ ¯°¨° ¹¥­¨¿:Z ba f(t) dt = Z dc f(�(x))�0(x) dx:�¥±ª®«¼ª® ´®°¬³« ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ¯«®¹ ¤¨ ´¨£³°, ®£° ­¨·¥­­»µ ª°¨¢»¬¨ ­  ¯«®±ª®±²¨:1) S = R ba (f2(x) � f1(x)) dx, £° ­¨¶» ´¨£³°» { £° ´¨ª¨ ´³­ª¶¨© ¯¥°¥¬¥­­®© x ¨ ¢¥°²¨ª «¼­»¥ ¯°¿¬»¥ x = a,x = b, f1(x) 6 f2(x),2) S = R dc (g2(y) � g1(y)) dy, £° ­¨¶» ´¨£³°» { £° ´¨ª¨ ´³­ª¶¨© ¯¥°¥¬¥­­®© y ¨ £®°¨§®­² «¼­»¥ ¯°¿¬»¥ y = c,y = d, g1(y) 6 g2(y),3) S = R t2t1  (t)'0(t) dt, £° ­¨¶» ´¨£³°» { ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ § ¤ ­­ ¿ £« ¤ª ¿ ª°¨¢ ¿ x = '(t), y =  (t) > 0,¢¥°²¨ª «¼­»¥ ¯°¿¬»¥ t = t1, t = t2 ¨ £®°¨§®­² «¼­ ¿ ¯°¿¬ ¿ y = 0,4) ¯«®¹ ¤¼ ¢ ¯®«¿°­»µ ª®®°¤¨­ ² µ ¤«¿ ´¨£³°», ®£° ­¨·¥­­®© ­¥¯°¥°»¢­®© «¨­¨¥© � = f(�) ¨ ¤¢³¬¿ «³· ¬¨� = �, � = �, § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© S = 12 R �� f2(�) d�. 11



�¹¥ ®¤­  § ¤ · , ª®²®° ¿ °¥¸ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° « , { ½²® § ¤ ·  ¯® ¯®¤±·¥²  ¤«¨­» ª°¨¢®©­  ¯«®±ª®±²¨. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¤«¨­®© ¤³£¨ ­ §»¢ ¾² ¯°¥¤¥« (¥±«¨ ² ª®© ±³¹¥±²¢³¥²), ª ª®²®°®¬³ ±²°¥¬¨²±¿ ¤«¨­ «®¬ ­®© «¨­¨¨, ¢¯¨± ­­®© ¢ ½²³ ¤³£³, ª®£¤  ·¨±«® §¢¥­¼¥¢ «®¬ ­®© ­¥®£° ­¨·¥­­® ¢®§° ±² ¥²,   ¤«¨­  ¥¥ ­ ¨¡®«¼¸¥£®§¢¥­  ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾. �³±²¼ ª°¨¢ ¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ § ¤ ­  £° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨ y = f(x), f 2 C1[a; b]. � ±±¬®²°¨¬¤«¨­³ ±¯¥¶¨ «¼­®© «®¬ ­®©, ¢¯¨± ­­®© ¢ ½²³ ª°¨¢³¾Xin2[a;b]; i2ZZp(1=n)2 + (f(i=n + 1=n)� f(i=n))2:�®±² ¢¨¬ ¨­²¥£° «¼­³¾ ±³¬¬³, ª®²®° ¿ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢»¯¨± ­­®¬³ ¢»° ¦¥­¨¾Sn = 1n Xin2[a;b]; i2ZZp1 + (f 0(i=n))2:�­  ±²°¥¬¨²±¿ ª l = Z ba p1 + (f 0)2 dt:� ª ¨ ¤«¿ ´³­ª¶¨®­ «  ¯«®¹ ¤¨ ¤«¿ ¤«¨­» ¤³£¨ ¨¬¥¾²±¿  ­ «®£¨ ´®°¬³« 1)-4). �±­®¢®© ¨µ ¯®«³·¥­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «  ¤³£¨: l0(x) =p1 + (f 0)2; dl =p(dx)2 + (dy)2:� ¯®«¿°­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² x = r cos �, y = r sin�,dx = cos�dr � r sin�d�; dy = sin�dr+ r cos �d�:�®½²®¬³ dl =p(dr)2 + r2(d�)2:�±«¨ r = r(�) { £« ¤ª ¿ ª°¨¢ ¿ ­  [�; �], ²® ¤«¨­  ½²®© ª°¨¢®© ° ¢­ l = Z �� pr2 + (r0)2 d�;£¤¥ r0 { ¯°®¨§¢®¤­ ¿ r ¯® �.� ¤ ·  ¢»·¨±«¥­¨¿ ®¡º¥¬®¢ ­¥ª®²®°»µ ²¥« ² ª¦¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¢¥¤¥­  ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° «  ®²´³­ª¶¨¨ ®¤­®£® ¯¥°¥¬¥­­®£®.5) �³±²¼ S(x) { § ª®­ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯«®¹ ¤¨ ¯®¯¥°¥·­®£® ±¥·¥­¨¿ ¯«®±ª®±²¼¾, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ®±¨ Ox ¢ ²®·ª¥ ± ¡±¶¨±±®© x. �³±²¼ ª®­²³° ½²®£® ±¥·¥­¨¿ ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¨² ®² x ¨ S 2 C[a; b]. �®£¤  ¥±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼, ·²®®¡º¥¬ ²¥« , ±®±²®¿¹¥£® ¨§ ½²¨µ ±¥·¥­¨©, ° ¢¥­ V = Z ba S(x) dx:6) � ±²­»¬ ±«³· ¥¬ 5) ¿¢«¿¥²±¿ ² ª ¿ § ¤ · : ­ ©²¨ ®¡º¥¬ ²¥« , ®¡° §®¢ ­­®£® ¢° ¹¥­¨¥¬ ¢®ª°³£ ®±¨ Ox ª°¨-¢®«¨­¥©­®© ²° ¯¥¶¨¨, ®£° ­¨·¥­­®© ­¥¯°¥°»¢­®© «¨­¨¥© y = f(x), f(x) > 0, x 2 [a; b] ¨ ¯°¿¬»¬¨ x = a, x = b, y = 0.�¤¥±¼ ¯®¯¥°¥·­»¬ ±¥·¥­¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ª°³£ ° ¤¨³±  f(x),V = � Z ba f2(x) dx:
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